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Vorwort. 


Der vorliegende Band des „Kompendiums der Statik der Bau- 
konstruktionen“ behandelt die allgemeinen Methoden zur Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme und im Zusammenhang damit die 
Untersuchung elastischer Formänderungen. Die Anwendung auf die 
Berechnung der wichtigeren Systeme soll getrennt für sich in den 
folgenden Teilen besprochen werden. 

Zwei Einzelaufgaben bilden die Grundlage der Untersuchung 
statisch unbestimmter Systeme: die Berechnung der Formänderungen 
(Verschiebungen) und die Lösung der Elastizitätsgleichungen. Dieser 
Zweiteilung entspricht sowohl die Anordnung des Stoffes im vor- 
liegenden allgemeinen Teil als auch der Rechnungsgang bei der 
Lösung der verschiedenen Aufgaben. 

Zur Bestimmung der Formänderungen ist hier die sogenannte 
„Arbeitsgleichung“ verwandt (Prinzip der virtuellen Arbeiten). Die 
darauf beruhende Rechnungsweise wird als das Maxwell-Mohrsche 
Verfahren bezeichnet. Jene Gleichung ist nämlich von dem eng- 
Dechen Physiker Clerk Maxwell aufgestellt worden!); unabhängig 
von ihm hat sie später Otto Mohr (Dresden) angegeben”), und erst 
hiernach fand sie Eingang in die Technik. 

Die von dem italienischen Ingenieur Alberto Castigliano auf- 
gestellten und nach ihm benannten „Sätze vom Minimum bzw. vom 
Differentialquotienten der Formänderungsarbeit“?) können gleich- 
falls bei den hier in Frage stehenden Aufgaben benutzt werden. In 
manchen Lehrbüchern bilden denn auch die Castiglianoschen Lehr- 
sätze die Grundlage der Untersuchungen. Hier ist über diese Sätze 
nur das Notwendigste nein worden. 

Die Lösung der Elastiziti sgfeichingen soll durchweg nach einem 
Eliminationsverfahren erfolgen, welches an eine von Karl Fried- 
rich Gauß (1810) gelehrte Methode *) anlehnt. 


1) Maxwell: „On the calculation of the equilibrium and stiffness of 
frames“, Philosophical Magazine, 1864. 

2) Mohr: „Beitrag zur Theorie des Fachwerks“, Zeitschrift des Ar- 
chitekten- und Ingenieurvereins, Hannover 1874 (1875, 1881). 

3) Castigliano: „Theorie de l’&quilibre des systèmes élastiques et ses 
applications“, Turin 1879. 

4 Gauß: „Disquisitio de elementis ellipticis Palladis . . .“, „Unter- 
suchung über die elliptischen Bahnen der Pallas ...*, der Göttinger Akademie 
der Wissenschaften überreicht am 25. November 1810. (Vergleiche Abhand- 
lungen zur Methode der kleinsten Quadrate. In deutscher Übersetzung heraus- 
gegeben von Börsch und Simon Verlag von Stankiewicz, Berlin.) 


IV Vorwort. 


Hierbei ist die Einführung einiger ungewohnter Bezeichnungen 
und Gedankengänge nicht zu umgehen; wer sich aber einmal damit 
vertraut gemacht hat. wird ihre Einfachheit und Zweckmäßigkeit 
erkennen. In anderen Wissensgebieten, wie z.B. in der Vermessungs- 
kunde, ist das Verfahren in der von Gauß angegebenen Form seit 
seiner Veröffentlichung in Gebrauch geblieben. — 

Neben den grundlegenden Prinzipien und Methoden ist aber gerade 
bei technischen Aufgaben die praktische Verwendbarkeit dieser Grund- 
lagen und ihre Anpassung an die zu lösenden Aufgaben von gleich hoher 
Bedeutung. In dieser Beziehung ist in den letzten Jahrzehnten von 
vielen Fachleuten nach den verschiedensten Richtungen vorgearbeitet 
worden. Man kann die hier in Frage stehenden Aufgaben heute nicht 
mehr behandeln, ohne auf diese mannigfaltigen Arbeiten zurückzu- 
greifen, mögen sie nun eine weitere Ausgestaltung der allgemeinen 
Grundlagen oder die Behandlung spezieller Systeme zum Gegenstand 
haben. Insbesondere sei hier der Arbeiten von Engesser, Mohr 
und Müller-Breslau gedacht. Die der beiden letztgenannten Autoren 
sind zum großen Teil in ihren Lehrbüchern wiedergegeben, und wir 
werden namentlich auf diejenigen Müller-Breslaus des öfteren zu 
verweisen Gelegenheit finden. Dagegen liegt von den Arbeiten 
Engessers, welche sich in reicher Mannigfaltigkeit mit Aufgaben 
der Statik der Baukonstruktionen beschäftigen, bis heute keine Zu- 
sammenstellung in Buchform vor. Im übrigen sind die vielen hier- 
her gehörigen Abhandlungen, die in den verschiedensten Zeitschriften 
versprengt sind, nicht einzeln angeführt worden. Es erschien viel- 
mehr ausreichend, die gebräuchlicheren Lehrbücher anzuziehen, in 
denen nähere Angaben zu den einzelnen Kapiteln und zugleich auch 
genauere Literaturverzeichnisse enthalten sind!). — 

Zum Schluß noch ein Wort über die Art der Behandlung des 
Stoffes, insbesondere der in den folgenden Teilen enthaltenen Anwen- 
dungen der allgemeinen Methoden auf einzelne Aufgaben. 

Zeichnerische Verfahren zur Untersuchung statisch unbestimmter 
Systeme sind nur in beschränktem Maße berücksichtigt worden. Die 
rechnerischen Methoden haben mit der Verbreitung der neueren 
technischen Hilfsmittel, wie Rechenmaschinen usw., mehr und mehr 
an Beliebtheit gewonnen. Auch die Erkenntnis der nachteiligen 
Wirkungen von Zeichenfehlern legt eine Einschränkung der graphi- 
schen Verfahren nahe. Aus diesen und anderen Gründen sind die 
Aufgaben in ihren wesentlichen Teilen rechnerisch durchgeführt, und 


1) Es sind hierfür die folgenden bekannten Lehrbücher gewählt worden: 
1. Föppl: Vorlesungen über technische Mechanik, spez. Band II, Graphische 
Statik, und Band III, Festigkeitslehre (Verlag B. G. Teubner, Leipzig). 
2. Mehrtens: Vorlesungen über Ingenieurwissenschaften. I. Teil, Statik und 
Festigkeitslehre; spez. Band III (Verlag W. Engelmann, Leipzig). 
3. Müller-Breslau: a) Die graphische Statik der Baukonstruktionen, spez. 
Band II, erste und zweite Abteilung. 
—_ — bi Die neueren Methoden der Festigkeitslehre und der 
Statik der Baukonstruktionen (Verlag A. Kröner, Leipzig). 


Vorwort. V 


nur die Ergebnisse durch zeichnerische Darstellung veranschaulicht 
worden. 

Besonderer Wert wurde ferner auf Einheitlichkeit in der Be- 
handlung der verschiedenen Aufgaben gelegt; sowohl die Reihenfolge 
der einzelnen Rechenoperationen wie auch die Art ihrer Durch- 
führung ist allenthalben die gleiche. Darum sind die Untersuchungen 
der hochgradig statisch unbestimmten Systeme, z. B. der Rahmen- 
netze, eigentlich nur dem Umfange nach verschieden von den ein- 
facheren Aufgaben. 

Es ist nicht zu leugnen, daß infolgedessen die Ausführungen 
wenig Abwechselung bieten. Aber wenn es einen Weg gibt, auf 
dem sich alle Aufgaben, die einfachsten wie die verwickeltsten, er- 
ledigen lassen, so wird ihn jeder zunächst gerne gehen. Wer dann 
noch Veranlassung und Zeit hat, sich mit besonderen Verfahren zur 
Lösung einzelner Aufgaben zu beschäftigen, der findet dazu in der 
Literatur reichlich Gelegenheit. Vielen aber wird es vor allem darauf 
ankommen, sich eine Übersicht über das Gebiet und einen Einblick 
in die Grundlagen zur Lösung der mannigfaltigen Aufgaben zu ver- 
schaffen. Diesem Zweck will das vorliegende Buch in erster Linie 
dienen, und darum erschien es angebracht, alle Aufgaben möglichst 
auf einheitlicher Grundlage zu behandeln. Vielleicht ist dies auch 
für die meisten der geeignete Weg, um sich durch die vielgestaltige 
Literatur dieses Faches durchzufinden und neue Aufgaben nach 
eigenem Aufbau selbständig zu lösen — und das ist ja das wichtigste 
Ziel jeglichen Unterrichts und Studiums. 

Zu besonderem Danke bin ich den Herren Dr. Ing. J. Lührs 
und Dipl.-Ing. J. Mols verpflichtet, welche mich bei der Bearbeitung 
des vorliegenden Bandes in wirksamer Weise unterstützt haben. 


Aachen, im Dezember 1920. 


Pirlet. 
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I. Allgemeine Grundlagen für die Berech- 
nung statisch unbestimmter Systeme. 


A.Vorbemerkungen. — Grundbegriffe und Gleichungen 
aus der Festigkeitslehre. — Stabspannkräfte in Fach- 
werken!?). 


SL Gegebene äußere Einflüsse. 


Die Statik der Baukonstruktionen stellt sich vornehmlich die 
Aufgabe, die im Bauwesen vorkommenden Tragwerke auf ihre Stand- 
festigkeit zu untersuchen. — Gegeben sind gewisse äußere Einflüsse, 
welche das Bauwerk beanspruchen. Sie dürfen zunächst seine Gleich- 
gewichtslage nicht stören, d.h. das System darf nicht etwa beweg- 
lich {labil) sein. Ferner dürfen nur solche Beanspruchungen des 
Materials auftreten, die unterhalb gewisser Grenzen liegen. Diese 
Grenzen der Materialbeanspruchungen sind meist durch amtliche 
Vorschriften gegeben; man sagt, das Bauwerk muß einen gewissen 
vorgeschriebenen Sicherheitsgrad haben. — Es ist somit zu unter- 
suchen, ob ein Tragwerk unter gegebenen äußeren Einflüssen im 
Gleichgewicht bleibt und bezüglich der Materialbeanspruchungen 
einen ausreichenden Sicherheitsgrad aufweist. 

In den weitaus meisten Fällen handelt es sich um Bauwerke, 
die bereits mehr oder minder häufig ausgeführt worden sind, so daß 
die Frage nach einer etwaigen Beweglichkeit desSystemsnichtin Betracht 
kommt. In Ausnahmefällen oder bei neuen Systemen kann diese 
Frage natürlich eine Prüfung erfordern. Im folgenden wird kaum 
Veranlassung vorliegen, hierauf einzugehen; es wird sich vielmehr 
lediglich um die Untersuchung der von äußeren Einflüssen hervor- 
gerufenen Kräftewirkungen handeln. Wir beschränken dabei unsere 
Betrachtungen auf die ebenen Tragwerke, schalten also die räum- 
lichen Systeme aus. 


1) Es handelt sich hier um Grundbegriffe und Gleichungen, die in den 
späteren Kapiteln stets wiederkehren und für alle Untersuchungen grundlegend 
sind. Da der erste Band des Kompendiums noch nicht vorliegt, soll hier das 
Notwendige an diesbezüglichen Erläuterungen kurz und in zwangloser Folge 
angegeben werden. Hinsichtlich näherer Einzelheiten muß einstweilen auf die 
entsprechenden Lehrbücher der Festigkeitslehre bzw. der Statik der statisch 
bestimmten Systeme verwiesen werden. 

Pirlet, Statık. IL 1. 1 
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a) Lasten. Die äußeren Lasten, deren Einfluß untersucht werden 
soll. setzen sich im allgemeinen aus dem Eigengewicht und der Nutz- 
last (Verkehrslast) zusammen. 

Das Eigengewicht ist auf Grund der Einheitsgewichte der 
Baustoffe an Hand des Bauplanes zu ermitteln. Für manche Bau- 
teile läßt sich natürlich das Eigengewicht nicht vor Durchführung 
der Berechnung angeben. Alsdann ist dieses entweder zu schätzen 
oder auf Grund von Erfahrungen mit ähnlichen Ausführungen ein- 
zusetzen. 

Bezüglich der Zahlenwerte über Eigengewichte von Baustoffen 
und häufig wiederkehrenden Bauausführungen findet man die not- 
wendigen Angaben in den entsprechenden Nachschlagewerken, Taschen- 
büchern usw. und in den amtlichen Bestimmungen. 

Unter Nutzlasten werden alle nicht ständig wirkenden Lasten 
verstanden. Bei Hochbauten kommt hier neben der Belastung durch 
Materialien, Maschinen, Menschen usw. insbesondere der Winddruck 
und die Schneelast in Frage. Die Annahmen über die Wirkungs- 
weise dieser Lasten sind je nach den Umständen verschieden. Im 
allgemeinen werden jedoch die darüber erlassenen amtlichen Bestim- 
mungen maßgebend sein. Vom Winddruck setzt man meist die 
senkrecht zur getroffenen Fläche wirkende Komponente in Rechnung; 
vielfach wird der Vereinfachung der Rechnung wegen der Winddruck 
lediglich durch einen Zuschlag zu den Vertikallasten berücksichtigt. 

Bei Aufgaben des Brückenbaues oder verwandter Gebiete (Kran- 
bau usw.) kommt namentlich der Einfluß der eigentlichen Verkehrs- 
lasten in Frage, gebildet durch Fahrzeuge, Menschengedränge usw.!). 
Die meisten dieser Lastarten treten als sogenannte bewegliche Be- 
lastung auf. Damit soll angedeutet sein, daß sie bald an diesem, 
bald an jenem Punkt des Tragwerks angreifen und damit das Bau- 
werk in mannigfacher Weise belasten können. Die Lasten werden 
in den ungünstigsten Lagen (ruhend) angenommen und auf ihren 
Einfluß untersucht. — Die sogenannten dynamischen Einflüsse 
dagegen, wie Stoßwirkungen, Schwingungen usw., werden als solche 
meist nicht berechnet. Man berücksichtigt sie gegebenen Falles 
durch Eıhöhung der als ruhend angenommenen Belastung oder durch 
Herabsetzung der zulässigen Spannungen. 

Bei Brücken, Kranbahnen usw., auf denen sich Fahrzeuge be- 
wegen, werden sodann vielfach auch die Wirkungen der Brems- 
kräfte untersucht. Hierbei wird ein bestimmter Teil der Vertikal- 
lasten — 10 bis 15 v. H. und mehr — als horizontal wirkende Kraft 
in Rechnung gesetzt?). 


1) Für die Belastungsannabmen bestehen meistens Vorschriften, z. B. die 
Lastenzüge der Eisenbahnverwaltungen. Man vergleiche die diesbezüglichen 
Angaben in den Nachschlagewerken, z.B. im Taschenbuch der „Hütte“. 

2?) Zu den äußeren Kräften eines Tragwerks werden auch die Auflager- 
reaktionen gerechnet. Diese sind im Gegensatz zu den vorerwähnten gegebenen 
Lasten erst durch die Berechnung zu ermitteln. 
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b) Temperaturänderungen: Verschiebungen der Widerlager. 
Für manche Tragwerke sind neben den äußeren Lasten die Tempe- 
raturänderungen von Einfluß. Wird die Temperatur eines Trag- 
werks nach der Fertigstellung eine andere als bei der Aufstellung 
und kann das Bauwerk sich nicht den veränderten Wirkungen ent- 
sprechend ausdehnen oder zusammenziehen, so werden Kräfte wirk- 
sam, welche die sogenannten Temperaturspannungen hervorrufen. 
Meist werden die Tragkonstruktionen für eine Temperaturänderung 
von etwa —15 bis —35 Grad Celsius untersucht, je nach der Be- 
deutung, die den Temperaturwirkungen beigemessen wird. Es wird 
sich später zeigen, daß diese Temperatureinflüsse nicht für alle 
Systeme in Frage kommen. 

Dies gilt auch von den Wirkungen der Verschiebungen der 
Widerlager. In manchen — nicht allen — Tragkonstruktionen 
treten bei der Verschiebung der Widerlager Zusatzkräfte auf; diese 
werden meist unter der Annahme untersucht, daß ein oder mehrere 
Widerlager sich um einen gewissen willkürlichen Betrag (ein oder 
mehrere Zentimeter) in bestimmter Richtung verschieben. Da die 
Senkungen der Widerlager durchweg von unübersehbaren Einflüssen 
abhängen, so ist man auf Schätzungen angewiesen. Man bezweckt 
durch derartige Untersuchungen meistens nur die Feststellung, ob 
ein vorgesehenes System gegen diese Einflüsse besonders empfindlich 
ist. Gegebenenfalls ist alsdann auf die Fundierung und Ausbildung 
der Widerlager besonderes Gewicht zu legen oder aber man geht 
zur Wahl eines anderen Systems über. — Es kommen freilich auch 
Fälle vor, wo Widerlagerverschiebungen von bestimmter Größe be- 
obachtet oder gemessen worden sind. Alsdann kann die Frage auf- 
geworfen werden. welche Wirkungen diese bestimmten Verschiebungen 
in der Tragkonstruktion hervorgerufen haben. 
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a) Biegungsmomente, Normal- und Querkräfte nebst den zu- 
gehörigen Spannungen. — Kernpunktmomente. Das Ziel der stati- 
schen Untersuchung eines Tragwerks ist, wie bereits hervorgehoben 
wurde, insbesondere die Ermittlung der Materialbeanspruchungen und 
in vielen Fällen auch der Formänderungen; die damit Hand in Hand 
gehende Bestimmung der Auflagerkräfte liefert die Angaben für die 
Ausbildung der Widerlager. 

Wir untersuchen lediglich stabförmige Körper mit gerader oder 
schwach gekrümmter Achse. Als Achse eines Stabes wird die Ver- 
bindungslinie der Schwerpunkte der aufeinander folgenden Quer- 
schnitte bezeichnet. Die etwaige Krümmung der Stabachse muß so 
gering sein, daß die für gerade Stäbe geltenden einfachen Gesetze 
der Biegung usw. noch gültig bleiben. Dies ist bei den in der Bau- 
praxis vorkommenden Ausführungen so gut wie stets der Fall. 

Die Beanspruchungen stellen sich dar als Biegungs-, Normal- 
und Schukspannungen; sie sind die Folge der das Tragwerk bean- 
spruchenden Biegungsmomente, Normalkräfte und Querkräfte. 

1* 
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Bei dem in Fig. 1 dargestellten Tragwerk, einem bogenförmigen, 
biegungsfesten Balken auf zwei Stützen, ist der Einfluß gegebener 
äußerer Lasten P, . P. P. 
P, zu untersuchen. Die 
zunächst zu ermittelnden 
Auflagerkräfte, A und H 
am festen und B am be- 
weglichen Lager, sind eben- 
falls zu den äußeren Lasten 
zu rechnen. Ihre Bestim- 

Fig. 1. mung, die rechnerisch oder 
zeichnerisch erfolgen kann. 
wird hier als bekannt vorausgesetzt. Sind die Auflagerkräfte bestimmt, 
so können in jedem Querschnitt die Beanspruchungen berechnet 
werden. Zu diesem Zweck sind für den jeweils in Frage stehenden 
Querschnitt, dessen Spannungen berechnet werden sollen. das daselbst 
wirksame Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft zu 
bestimmen. In dem zu untersuchenden Querschnitt — „in Fig. 1 — 
BR denkt man sich das Trag- 
! l werk durchgeschnitten und 
in zwei Teile zerlegt (Fig. 2). 
Einen der beiden Teile mit 
denanihm wirkenden äuße- 
ren Kräften (einschließlich 
derAuflagerkräfte)legtman 
der Untersuchung zugrun- 
de; welchen von beiden 
man wählt, ist gleichgül- 
tig; das Endergebnis muß stets dasselbe sein. Der Einfachheit 
halber wird man im allgemeinen denjenigen Teil nehmen, an dem 
die wenigsten Kräfte wirken, in unserem Falle also den linken. Als- 
dann gelten folgende Begriffserklärungen: 

Unter dem Biegungsmoment des Querschnitts, welches 
auf den Schwerpunkt des letzteren zu beziehen ist, versteht 
man das statische Moment aller am abgeschnittenen Teil 
des Systems wirkenden Kräfte; also 


M=4A-a—P,p, —H-h. 


Hierbei sind am linken Balkenteil die im Sinne des Uhrzeigers 
drehenden Momente positiv gerechnet; am rechten Balkenteil wären 
die im umgekehrten Sinne wirkenden Momente als positiv zu be- 
zeichnen. Man könnte natürlich auch die drei in Frage kommenden 
Kräfte, etwa auf graphischem Wege, zu einer resultierenden Einzel- 
kraft zusammensetzen und das Moment der Resultierenden in bezug 
auf den Schwerpunkt des Querschnittes bestimmen. Dieser Weg 
wird vielfach eingeschlagen, zumal weil damit auch die nunmehr zu 
erklärende Normalkraft und Querkraft leicht gefunden wird. 


D 
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Unter der Normalkraft des fraglichen Querschnittes q 
wird die Summe der senkrecht zum Querschnitt wirkenden 
Komponenten aller am abgeschnittenen Balkenteil wirken- 
den Kräfte verstanden. Hier wären also die Kräfte A, Hund P, 
in Komponenten nach der Richtung gg des Querschnitts und senk- 
recht zu diesem zu zerlegen; diese letzteren Komponenten senkrecht 
zur Schnittrichtung, also in Richtung der Achse, ergeben in ihrer 
Gesamtheit die Normalkraft. Diese wird bald als Druckkraft, bald 
als Zugkraft positiv gerechnet. 

Die Querkraft ist durch die Summe der in die Rich- 
tung des Querschnitts fallenden Komponenten aller am 
abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Kräfte gegeben. Man 
bezeichnet die Querkraft gewöhnlich dann als positiv, wenn sie am 
linken abgeschnittenen Balkenteil nach oben wirkt; ist sie dagegen am 
rechten Balkenteil nach oben gerichtet, so wird sie negativ gerechnet. 

Statt der am abgeschnittenen Balkenteil wirkenden Einzelkräfte 
kann auch ihre Resultierende nach den beiden genannten Richtungen 
zerlegt werden. In Fig. 3 ist die Resultierende R eingezeichnet und 
im Schnittpunkt mit der Querschnitts- 
richtung in die Normalkraft N und die 
Querkraft Q zerlegt. Dadurch wird zu- 
gleich der Wert des Momentes M der 
Resultierenden R gewonnen. Da näm- 
lich die Querkraft Q durch den Schwer- 
punkt des Querschnittes geht, erzeugt 
nur die Normalkraft N ein Moment 
von der Größe: 


M=N.e. 


Sind in dieser Weise für einen bestimmten Querschnitt das 
Biegungsmoment sowie die Normalkraft und Querkraft bestimmt, so 
lassen sich die im Querschnitt auftretenden Spannungen (sowie 
auch die Formänderungen zwischen benachbarten Querschnitten) in 
einfacher Weise berechnen, und zwar aus der Bedingung. daß die 
inneren Kräfte den angreifenden äußeren Kräften das Gleichgewicht 
halten müssen. 

Wird ein Querschnitt mit der Fläche F lediglich durch eine im 
Schwerpunkt angreifende Normalkraft N beansprucht, so treten nur 
Normalspannungeno, auf, die sich nach der Gleichung bestimmen 

x 
GË ES Sr 
3 

Diese Normalspannungen sind 
gleichmäßig über den Querschnitt 
verteilt, wie die Fig. 4 darstellt. 

Wird ein Querschnitt vom 
Trägheitsmoment J. dieses bezogen 
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auf die neutrale Faser, durch ein Biegungsmoment M beansprucht, 
und zwar in der Ebene einer Hauptachse, so berechnen sich die im 
Abstande y von der neutralen Faser auftretenden Biegungsspan- 
nungen nach der Navierschen Biegungsgleichung (s. Fig. 5): 
A 
KA Ch 
a 
Die Querschnitte werden 
auch nach der Biegung als eben 
angenommen; die Spannungen 
nehmen proportional dem Ab- 
Fie 5 stand y von der neutralen Faser 
` n—n zu. erreichen also ihren 
xlöchstwert am Rande, und zwar auf den beiden Seiten der neutralen 
Faser mit umgekehrten Vorzeichen | Druck- und Zugspannungen). Der 
Höchstwert von o im Abstande yọ von der neutralen Zone wird: 
Ar M M 


Fun © 
W nennt man das „Widerstandsmoment* des Querschnitts. 

Die Schubspannungen 7, 
die infolge der Querkraft Q auf- 
treten, sind je nach der Form 
des Querschnitts ungleichmäßig 
über diesen verteilt. Bei dem 
in Fig. 6 angenommenen recht- 
eckigen Querschnitt ist die Ver- 
teilung z. B. eine parabolische 

Fig 6 mit dem Höchstwert in der neu- 

tralen Faser. Man rechnet aber 

gewöhnlich, namentlich bei Bestimmung der Formänderungen, so, als 
ob eine reduzierte Schubspannung r über den Querschnitt F gleichmäßig 


0 == 


verteilt wäre, und setzt daher vor den Quotienten 4 einen Reduk- 
tionsfaktor x. Man schreibt: 
Q 


d 
Uber die von der Querschnittsform abhängige Zahl x muß auf 
die Lehrbücher der Festigkeitslehre verwiesen werden (z.B. Föppl III, 


Ae Festigkeitslehre. $ 20 und 24). 
M Von besonderer Wichtigkeit ist der 
N € Fall der zusammengesetzten Bean- 
= D y spruchung, wo der Querschnitt gleich- 
zeitig durch eine Normalkraft N und ein 
Biegungsmoment M beansprucht wird. Es 


Fig. 7. leuchtet ein, daß eine im Schwerpunkt 
angreifende Normalkraft N zusammen mit 

einem Biegungsmoment M ebenso wirkt wie eine exzentrisch in ge- 
wissem Abstande e vom Schwerpunkt wirkende Last N (s. Fig. 7). 


T== Sé 
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Denn wird in diesem Falle einer exzentrischen Beanspruchung die 
Last N gleich und entgegengesetzt im Schwerpunkt angebracht, so ist 
am Belastungszustande nichts geändert; man erkennt aber, daß diese 
Belastung gleich derjenigen durch eine Normalkraft im Schwerpunkte 
und durch einen Moment N-e ist. Im Falle der zusammengesetzten 
oder exzentrischen Belastung wird also die Spannung gefunden durch 
Zusammensetzung der Normal- und Biegungsspannung nach der 
Gleichung 


„N W 
5 = =T y. 


Hier ist die Spannung o als Funktion zweier Größen. der 
Normalkraft und des Momentes, dargestellt. 

Zu einem vereinfachten Ausdruck für o, nämlich zu der Form 
eines einfachen Quotienten, gelangt man unter Zuhilfenahme des 
Kerns des Querschnittes. Diese 
Rechnungsweise ist für viele spätere 
Aufgaben zweckmäßig und soll da- 
her hier kurz dargelegt werden. 

Die im Abstande e vom Schwer- 
punkte angreifende Last N (Fig. 8) 
erzeugt eine Normalspannung o. 
und eine Biegungsspannung. deren 
Höchstwert am Rande mit —o, 
bezeichnet werden möge (o, braucht 
an beiden Rändern nicht etwa gleich 
zu sein). c, und o, setzen sich 
durch Addition bzw. Subtraktion 
zu den Randspannungen o, und 
o, zusammen, um deren Berech- 
nung es sich hier handelt. Man fin- 
det (Fig. 8), wenn man die Wider- 
standsmomente 


} I > 
D = |ý 1 und h, = W, 


einsetzt und die Druckspannungen positiv, die Zugspannungen negativ 
rechnet: 


6. = 


N EE SC N H Se 


"Se" W, 
N Ne e E 
tw Fl, 


Um nun die Werte W, und W, auf andere Art (mit Hilfe der 
Kernradien) darzustellen, beachte man folgendes: Der Kern ist der- 
jenige Teil des Querschnittes. innerhalb dessen die Last N angreifen 
muß, wenn keine Zugspannungen. sondern nur Druckspannungen ent- 
stehen sollen. Greift die Last N auf dem Kernrad an, so muß die 
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Spannung in einem Querschnittsrand O werden, und zwar wird die 
Spannung im unteren Rand 0, wenn die Last N im oberen Kern- 
rand angreift, und umgekehrt. — 

Greift die Last im oberen Kernrand an. so wird c, zu 0. In 
obiger Gleichung für o, ist alsdann die Kernweite k, für e einzu- 
setzen. Also wird: 


N F-k, 
—-—_ljj—- 2-9, 
TFT, je 
Der Klammerwert muß also zu 0O werden. d.h. es ist 
WaT ka s a a w UN 


Ganz entsprechend wird o, zu 0, wenn e= k, wird, d.h. wenn 
die Last in den unteren Kernrand rückt. Natürlich ist im Wert 
von c, in der Klammer das Minuszeichen einzusetzen, da die Kraft N 
unterhalb des Schwerpunktes liegt, die Normal- und Biegungsspan- 
nungen oberhalb des Schwerpunktes sich demnach subtrahieren. 

Also wird: 


oder 
W=Frhk-..:..2:..2....@ 


Durch die Gleichungen (1) und (2) sind die Widerstandsmomente 
als Produkte aus Querschnitt und Kernradius dargestellt. Setzt man 
diese Werte in die Gleichungen für c, und ø, ein, so ergibt sich 
(s. Fig. 7): 


~- k tHe Kë _ Ne 


u; -ky Fk Fkh ē W 
— el Ziler Ne Ne 
PSRC ER C a? Fk W, 
N-e 
o= = 
eil 
. 8 
eg D 
[2 W, 


Nach den Gleichungen (3) berechnen sich also die Randspan- 
nungen bei zusammengesetzter Beanspruchung auf Bie- 
gung und Druck in Form einfacher Biegungsspannungen, 
nur sind dabei die Exzentrizitäten e, und e, nicht bis zum 
Schwerpunkt, sondern bis zum Kernrand zu messen. Die 
eine Randspannung (hier o,) ist negativ, wenn die Kraft N außerhalb 
des Kerns angreift, also e> k, ist. — 

b) Formänderungen, d. h. Lagenänderungen benachbarter Stab- 
querschnitte. Sind für die einzelnen Stellen des Systems die Werte M, 
N und Q bestimmt, so lassen sich die Formänderungen der einzelnen 
Stabelemente angeben, sobald das Dehnungsgesetz bekannt ist. Allen 
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folgenden Untersuchungen wird nun das sogenannte Hookesche 
Gesetz zugrunde gelegt, das innerhalb der Grenzen unserer Span- 
nungsberechnungen für die meisten Baustoffe genau genug gilt. Es 
sagt aus, daß die Spannungen o und die Dehnungen ¢ einander pro- 
portional sind. In der Gleichung 
E = E ` 
die diese Proportionalität ausdrückt, erscheint für jeden Baustoff 
eine konstante Größe E, der sogenannte Elastizitätsmodul, der 
den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung festlegt. Unter 
der Spannung a wird die Spannkraft pro Flächeneinheit verstanden 
( Kraft Ni 
0 = o—— mm — 
Fläche F 
unter Dehnung e die Längenänderung pro Längeneinheit. 
(e __Längenzuwachs ` JI: 
Länge Er 


Schreibt man E = 


o ; ; D e 
—. so wird E gleich derjenigen Spannung. bei 
€ 


welcher le ist, d. h. bei der A] =l ist. Der Elastizitäts- 


modul bezeichnet also diejenige Spannung, durch die der Stab um 
seine eigene Länge verlängert würde. 

Denkt man sich aus einem Stabe ein Stabelement von der Länge ds 
herausgeschnitten, so läßt sich die Formänderung dieses Elementes 
leicht angeben. Die beiden begrenzenden Querschnitte seien so nahe 
benachbart, daß die Spannungen in beiden Querschnit- 
ten (angenähert) als gleich angesehen werden können. 

Die Längenänderung dds des Elementes ds ds—>Hd; 
findet man, wenn die Querschnitte lediglich durch Ki 
eine Normalkraft N beansprucht sind, wie folgt. 


Es ist: 
eg dds _ aL A s Fig. 9. 
ds E F-E 
also 
N-.ds 
m Zeg 4 
dds = SCH (4) 


Für die Verdrehung Je zweier um ds 
voneinander entfernter Querschnitte gegenein- 
ander findet man, wenn lediglich ein Biegungs- 
moment M die Querschnitte beansprucht, nach 
Fig. 10 den folgenden Ausdruck (für den kleinen 
Winkel ist die Tangente eingesetzt): f 


ige. 
Ir Sen 
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Die Verlängerung a der äußersten Faser ist proportional der 
Randspannung o. nämlich 


a= r 


E 
Die Randspannung c ist proportional dem Moment. nämlich 
M 
a= F Yo: 
wo J das Trägheitsmoment des Querschnitts bedeutet. Also ergibt sich: 
= ~ Mds ` 
TE, sc See SC KEE 0) 
ep Die Vertikalverschiebung JA zweier benach- 
barter, von einer Querkraft Q beanspruchter Querschnitte 
nimmt den Wert an (s. Fig. 11): 
Jh==y:-ds. 


Der Schubverdrehungswinkel „ ist proportional der 
Schubspannung z. Es ist 


PR T 
Ce Le d 
wo @ den Schubelastizitätsmodul bedeutet. Für die Schubspannung r. 
die nicht gleichmäßig über den Querschnitt verteilt ist, nimmt man 


einen im ganzen Querschnitt konstanten Wert an, indem man den 
Reduktionsfaktor x einführt (vgl. S. 6); man schreibt also: 


TK) 
Somit erhält man: 
mn ES) 


c) Stabspannkräfte in Fachwerken). Die Ermittlung der Stab- 
spannkräfte in Fachwerken kann zeichnerisch und rechnerisch erfolgen. 
Die zeichnerischen Methoden, wie das Zeichnen von Kräfteplänen 
oder die Zerlegung einer Kraft nach drei Richtungen (Culmannsches 
Verfahren) usw., werden als bekannt vorausgesetzt. 

Hier sollen nur einige Formeln zur Berechnung der Spann- 
kräfte aus den Knotenpunktsmomenten angegeben werden. Es 
zeigt sich nämlich, daß alle Stabspannkräfte sich durch diese Momente 
ausdrücken lassen. 

ch Spannkräfte in den Gurtungen. Um die Gurtkräfte O, 
und U,, zu bestimmen, legen wir den in Fig. 12 angedeuteten Schnitt 
durch drei Stäbe (Ritterscher Schnitt) und wenden auf den abge- 
schnittenen linken (oder rechten) Fachwerkteil die Gleichgewichts- 


1) Wir benötigen die hier abzuleitenden Gleichungen später bei der Unter- 
suchung elastischer Formänderungen von Fachwerken. 
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bedingung an, daß die Summe der Momente aller Kräfte in bezug 
auf einen beliebigen 
Punkt der Ebene gleich 
Null sein muß. Q und H 
bedeuten die Resultie- 
renden der Vertikal- bzw. 
Horizontalkräfte am ab- 
geschnittenen Systemteil. 
Um O zu bestimmen, 
nehmen wir m als Mo- 
mentenpunkt: D. und 


m 


U „ gehen durch m. geben 
also das Moment O. und 


es bleıbt 


Setzt man 


so wird 


0 == E | 


A n” COS Cp 


Entsprechend ergibt sich, wenn man (m—-1: als Momentenpunkt 
wählt, für U, die Gleichung: 


Hu So Un Be et 0. 


ÉI = Hama 
m r 
mri 
oder da = 
N 
VC Aen Dt“ COS Pinti 
M | 
| mi ` 
U n = bom wos (8) 


' An COS Bet | 

In beiden Gleichungen (7) und (8) bedeuten M bzw. M „+, die 
Knotenpunktsmomente infolge der am abgeschnittenen Balkenteil 
wirkenden Kräfte; «v und f sind die Neigungswinkel der Gurtstäbe 
gegen die Horizontale. Die Gleichungen zeigen. daß die Spannkraft 
im Obergurt bei positivem Moment negativ, die im Untergurt da- 
gegen positiv ist. 

p) Spannkräftein den Diagonalen (Fig. 12). Werden zunächst 
nur vertikale äußere Kräfte angenommen, so ergibt sich, wenn 
man die Summe der Horizontalkräfte am abgeschnittenen Balkenteil 
gleich O setzt (Gleichgewichtsbedingung), die Gleichung 


m+ dÉ 


Setzt man für O, und D,, die Werte aus Gleichung (7) und (8) 
ein, so erhält man 


d 4 J e GE: e d 
Dp Oah TOn COS Ca i U, cos f, 


M 414 
Dm es Paga va zs - (9) 


12 Allgemeine Grundlagen für die Berechnung statisch unbestimmter Systeme. 


Das erste (positive) Glied entspricht dem Fußpunkt, das zweite dem 
Kopfpunkt der Diagonale. 

Wirken dagegen auch horizontale äußere Kräfte am System, 
deren Resultierende am linken abgeschnittenen Balkenteil die Größe H 
haben möge, so ergibt die vorhin benutzte Bedingung die Gleichung 


D. COS 9,4 Om COS Epa — U, COS Én ke D zs D 
oder 
M M __ D 
D, CO8 En = 7 mo Pi 1 HH: 
m m-1ı a 
Uu a, D V 
= Ma 2 - SH 
D... oos 4 m~ a z m h m 


Der Zähler M, „— HA. stellt das Moment für den Punkt m’ 
dar, der senkrecht über m auf dem Obergurt liegt (Fig. 12). Denn 
H liefert zu M,, den Beitrag — Hu: zieht man hiervon H-h ab, 
so bleibt das Moment für m’. 

Beide Momente in vorstehender Gleichung sind also bezogen auf 
Punkte der gleichen. und zwar hier der oberen Gurtung: wir schreiben 
daher 
Mu, Mna 
h h ` 


m n= 


2, -COS 4 m à (9 a) 


Hätte man vorhin in der Gleichung für D „cos o. den Wert H mit 
SES statt mit = multipliziert, so hätte man erhalten 
A d n-i Bi 


m+1 m 
m "uc? 


h A 


m mi 


D. COS Pn = 


Der Zähler Mp Hh liefert das Moment für den Punkt 
(mm 1y, der senkrecht unter (m +1) auf der unteren Gurtung liegt. 
Also ergibt sich, wenn man die Momentenpunkte durch den Index 26 
als auf der unteren Gurtung gelegen kennzeichnet, die Gleichung in 
folgender Form: 

Ma ` Umi 

m ` =» e + a yw (9b) 


Die Gleichungen (9a) und (9b) zeigen, daß, falls auch hori- 
zontale Kräfte wirken, die Gleichung (9) der Form nach gültig 
bleibt, daß aber die Momente AM. und M,_, auf Punkte der 
nämlichen Gurtung bezogen werden müssen. Dabei ist es 
gleichgültig, ob man diese Punkte auf der oberen oder der unteren 
Gurtung wählt. 

Die Formeln gelten für rechtssteigende wie für rechtsfallende 
Diagonalen; man beachte nur, daß das erste (positive) Glied sich auf 
den Fußpunkt der Diagonale bezieht. 

y)Spannkräftein den Vertikalen (Fig.13). Es seien wiederum 
zunächst nur Vertikallasten angenommen. Wir trennen durch den 


2, z cos Em = 


mi 
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in Fig. 13 angedeuteten Schnitt den linken Fachwerkteil ab und be- 
nutzen die Gleichgewichtsbedingung, daß die Summe der Vertikal- 
kräfte am abgeschnittenen Systemteil gleich Null sein muß. — Es be- 
steht also, wenn wir die Belastung am Obergurt annehmen, die 
Gleichung (Fig. 13) 

F + On ‚sin Ca së Bett ‚sin WE SR d. == 0, 


oder, wenn man mit der (konstant angenommenen) Feldweite / multi- 
pliziert, 


7s Mr den 5 A F 
Pla 5 DÉI 1:67 -h-t ng Ont. 


m nl 


Hier ist M mw = Mn. da nur vertikale Lasten angenommen wurden; 
Q n bedeutet die Summe aller links vom Schnitt wirkenden Vertikal- 
kräfte. — Um auch das letzte Glied durch die Momente auszu- 
drücken, benutzen wir die bekannte Ai 


A, ee U .- 3, ı ah 


d. h. das Moment für den Punkt m ist gleich demjenigen für den 
vorhergehenden Punkt (m — 1), vermehrt um die mit der Feldweite / 
multiplizierte Querkraft A... Somit ergibt sich 
M A, . 

Hz SC — ES Aren, — Mut Ma 

M 1 H D H 
mi Ca em — WEN + Atg Barı)- / 

m 2 
Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke Ak, 3 dar, 
die man durch Verlängerung des Untergurts D... bis zur Vertikalen 
h„—ı erhält. Also ergibt sich bei Belastung des Obergurts durch 
vertikale Kräfte 
Ami 


ae (10a) 
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Bei Belastung des Untergurts tritt zu den Lasten links 
vom Schnitt eine weitere Last am Punkt m’ zur Querkraft hinzu. 
Wir haben mit Q,.. zu rechnen und daher zu setzen: 


Upa = Hp Quia å. 


H m o i m+1" 
Mit diesem Wert ergibt sich 


ie SE g 
F -i= Atg en — Cie -À-tg pn MH 


m m 


L M n> 


m+l i m 


Ae — Miss + SCH ` (An T 4- tg Eu À. tg Bmt l. 
Der Klammerwert stellt die in Fig. 13 angegebene Strecke A... dar, 
die man durch Verlängerung des Obergurts O, bis zur Vertikalen 
A, erhält. 
Es gilt somit bei Belastung des Untergurts durch verti- 
kale Kräfte die Gleichung 
Anz . 
P. = Anke Al, . . (10b) 
d UK i Riz 
Wirken auch Horizontalkräfte, deren Resultierende am ab- 
geschnittenen Balkenteil gleich H sein möge, so ist zunächst nicht 
mehr M p= Mp; es besteht vielmehr die Beziehung 


U p= A, 4 H -hp 


Ferner ist zu beachten, daß die Größen A. und M„-, den Ein- 
fluß der Vertikal- und Horizontalkräfte in sich schließen, daß aber 
die zur Bestimmung des Gliedes Q,,-4 dienende Gleichung nur Mo- 
mente M® infolge der Vertikalkräfte vorsieht, so daß man schreiben 
muß 

d. À = Mn — Man: 
Hierbei ist gemäß Fig. 13 zu setzen 
MÉ ML Bn, 
MË A A LB, 


Setzt man diese Werte in die früher benutzte Gleichung für 

V „2 ein, so erhält man 
- : A) , 
an Zë Re kaft CH 


m m 


M end E -y)— Mn- + E- 2)] 
== A. F Oni Më Tite n) Häer: tga). 


m-+1 


Da der Faktor von H gemäß Fig. 13 gleich Null ist, so ergibt sich 


u, 


m—i nl 


V.2= M 
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Die Form des Ausdrucks ist die gleiche wie wenn ausschließlich 
vertikale Kräfte wirkten (Gl. 10a). Man beachte aber, daß jetzt 
die Momente auf die Punkte (m— 1) und m der belasteten 
oberen Gurtung bezogen werden müssen. Um dies zu kenn- 
zeichnen, schreiben wir die Gleichung für die Spannkraft der 
Vertikalen bei (beliebiger) Belastung des Obergurts wie folgt: 


H 
Am-ı 


D 


m 


IA Mn- Min: . (106) 
Ebenso ergibt sich die der Gleichung (10b) entsprechende Glei- 
chung für die Spannkraft der Vertikalen bei (beliebiger) Be- 
lastung am Untergurt in folgender Form: 
Wi 
GT d SS e (10d) 
wobei durch den Index ı gekennzeichnet werden soll, daß sich die 
Momente auf die Punkte der belasteten unteren Gurtung beziehen. — 


Literaturangaben: Zum Abschn. A wie überhaupt zur Be- 
rechnung statisch bestimmter Systeme vergleiche man: Föppl: Vor- 
lesungen über Technische Mechanik. Band II, Graphische Statik, Ab- 
schnitt 1 und 4. Mehrtens: Vorlesungen über Ingenieurwissen- 
schaften, Band II und III, 2te Hälfte. Müller-Breslau: Die gra- 
phische Statik der Baukonstruktionen, Band I. 


B. Die Bedingungsgleichungen zur Berechnung 
` statisch unbestimmter Systeme. 


$ 3. Grundbegriffe und Bezeichnungen. 


a) Grundsystem und überzählige Größen X. Beiden statisch 
bestimmten Systemen, z.B. beim einfachen Balken oder dem Drei- 
gelenkkogen, lassen sich alle statischen Größen S, etwa ein Moment 
oder ein Auflagerdruck, mit Hilfe der drei Gleichgewichtsbedingungen 
bestimmen. Diese lauten: 


SI=0, SH=0, E Ass. 


d. h. die Summe der Vertikalkräfte (ZU). die Summe der Horizontal- 
kräfte (2H) und die Summe der Momente (¥ M) für jeden Punkt 
der Ebene ist — 0. Bei den sogenannten statisch unbestimmten 
Systemen genügen diese drei Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr. 
Gibt man einem auf zwei Stützen 4 und B ruhenden Balken weitere 
Stützpunkte a,b,c,...,n (Fig. 14), so lassen sich die nunmehr hinzu- 
kommenden Stützendrücke X nicht mehr auf dem bisherigen ein- 
fachen Wege bestimmen'). 


1) Daß diese Stützendrücke in der Tat wirksam werden, folgt daraus, 
daß der Träger aus elastischem Material besteht und daher unter dem Einfluß 
einer äußeren Belastung Pm seine Form zu ändern bestrebt ist. Eine Senkung 
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In den Stützpunkten a. b.c, ..., n treten also überzählige Größen 
auf. die mit X,.X,.X,..... X, bezeichnet werden sollen. 


A a ZS ë evas 7 8 
7 > Ben 7 F Së 
Te [x b % c A 


Überzählige Größen heißen sie deshalb, weil sie zur unver- 
schieblichen Festlegung des Systems, d. h. hier des Balkens AB. 
nicht erforderlich sind. Die Werte X werden auch statische-Un- 
bekannte genannt, weil sie sich, wie gesagt, nicht mehr mit Hilfe 
der Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Die Zahl der Über- 
zähligen X gibt zugleich den Grad der statischen Unbestimmt- 
heit an: sind » Überzählige (EA X,) vorhanden, so heißt 
das System »-fach statisch unbestimmt. “Werden die Träger der Über- 
zähligen X, d.h. jene Teile des Tragwerkes, in denen die Größen X 
wirken (in unserem Falle also die Lager). beseitigt (Fig. 15), so geht 


fn 


Si 


A 3 
Fig. 15. 


das System in ein statisch bestimmtes über. In unserem Falle ist 
dies der einfache Balken AB. Dieses System wird als das Grund- 
system bezeichnet. Wir seizen voraus, daß dieses System nicht 
etwa beweglich, sondern starr ist. Als Grundsystem bezeichnen 
wir demnach dasjenige statisch bestimmte und starre 
System, in welches das ursprüngliche System nach Be- 
seitigung sämtlicher überzähligen Größen X übergeht. 

Die Wahl des Grundsystems und der überzähligen Größen 
ist bei jeder Aufgabe zuerst vorzunehmen. Hierbei ist zu beachten, 
daß ein gegebenes statisch unbestimmtes System nicht etwa nur ein 
Grundsystem hat. Vielmehr können durchweg die Überzähligen und 
damit das Grundsystem auf mannigfache Weise gewählt werden. Bei 
dem in Fig. 16 dargestellten Träger könnte man z. B. auch die Lager 
A und B beseitigen und zwei der sonstigen Stützen o bis d beibe- 
halten (Fig. 16a). Auch kann man alle Stützen beibehalten und 
sonstige überzählige Größen beseitigen. In Fig. 16b sind statt der 
vier Stützendrücke vier Einspannungsmomente beseitigt, indem an 
vier Punkten des durchgehenden Balkens Gelenke eingelegt wurden. 
Als Grundsystem ergibt sich also ein sogenannter Gerberbalken. 


der Punkte a, b,c,... n ist aber infolge der starren Stützung unmöglich. Die 
Stützen müssen also Widerstände (Reaktionen) ausüben, um die Punkte a,b, c....n 
in ihrer Lage zu erhalten. 
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Schließlich sind in Fig. 16c die Momente über den Stützen (Stützen- 


momente) beseitigt; man erhält als Grundsystem fünf zusammen- 
hängende Einzelbalken!). 


a ZS c d . 
JE Zë ZZ Gm B Fig. 16. 
4 7 77 a d B 


Fig. 16a. 
Xa % rA X 
Xa A, A, Aa 
Fig. 16b. 
w AS A 
Fig. 16c. 


Wenn man auch das Grundsystem auf mannigfache Weise her- 
stellen kann, so ist es doch für die Rechnung keineswegs gleichgültig. 
welches Grundsystem gewählt wird. Bei ein und derselben Aufgabe 
kann durch ungeeignete Wahl des Grundsystems die Rechnung wesent- 
lich umständlicher werden. Im allgemeinen ist daher auf die Wahl 
eines möglichst zweckmäßigen Grundsystems besonderer Wert zu 
legen. Nach welchen Gesichtspunkten dies zu beurteilen ist. kann 
natürlich erst der später zu behandelnde Rechnungsgang zeigen. 


Erläuterung vorstehender Angaben über die Wahl 
des Grundsystems. 


Bezüglich der Wahl des Grundsystems und der überzähligen 
Größen X sollen an einem einfachen Beispiele noch einige Erläute- 
rungen gegeben werden. 

Der in Fig. 17a dargestellte einseitig eingespannte Balken stellt 
ein statisch bestimmtes System dar. el 
Die drei Auflagerreaktionen, näm- M e 
lich die Vertikalkraft 4. die Hori- H 
zontalkraft H und das Einspan- 
nungsmoment M lassen sich für f, 
jede äußere Belastung P. mit Hilfe Fig. 17a. 
der Gleichgewichtsbedingungen be- 
stimmen. Sie genügen. um das System unbeweglich festzulegen. 

Gibt man dem freien Ende ein Rollenlager, so tritt eine über- 
zählige Kraft X, hinzu. die senkrecht zur Lagerfläche gerichtet ist. 
Denn der Endpunkt des Freiträgers würde sich unter dem Einfluß 


1) Vgl. die nachfolgenden Erläuterungen zur Frage der Wahl des Grund- 
systems. 
Pirlet. Statik. II. 1. 2 
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der Last P. infolge der elastischen Formänderung des Systems auch 
in vertikaler Richtung verschieben. Dies verhindert die Lagerung, 
d.h. die am Lager wirksam werdende 
Reaktion X, (Fig. 17b). 

Macht man das bewegliche Lager 
fest. so wird auch die bisher noch 
S ep mögliche horizontale Verschiebung des 

-~ Punktes a aufgehoben. Es muß also 
DA auch in horizontaler Richtung eine 
Fig. 17b. Kraft wirksam werden, welche die 
besagte Verschiebung verhindert, d.h. 
es tritt noch eine zweite Un- 
bekannte X, hinzu (Fig. 17c). In 
einem festen Lager kann eine 
beliebig gerichtete Reaktion auf- 
treten. Ihre beiden Komponen- 
ten nach zwei (an sich beliebi- 
Fig. 17c. gen) Richtungen stellen die Kraft 
dar und geben zugleich die bei- 

den unbekannten Auflagerreaktionen. 

Bisher war noch die elastische Verdrehung des rechten Stab- 
endes möglich. Fügt man aber am rechten Lager eine feste Ein- 
spannung hinzu, so wird auch die Möglichkeit einer Verdrehung be- 

p hoben; es tritt daher als dritte 

n Unbekannte ein Drehmoment 

x X, hinzu, welches einer Ver- 

drehung des Stabes entgegen- 

i F wirkt (Fig.17d). An einer festen 

D Einspannstelle sind also insge- 

samt drei Unbekannte wirksam: 

zwei Kraftkomponenten und ein 
Einspannungsmoment. 

Es sei nun der in Fig. 17d dargestellte, beiderseits eingespannte 
Balken gegeben und der Grad der Unbestimmtheit festzustellen. Man 
kann die Frage in folgender Form stellen: Welche und wie viele 
Einzelwirkungen sind zu beseitigen, damit das Tragwerk in ein statisch 
bestimmtes und starres System übergeht? -— Entfernt man die ge- 
samte Lagerung am rechten Ende, so bleibt der einseitig eingespannte 
Balken als Grundsystem übrig. Dabei sind, wie oben auf umgekehrtem 
Wege dargelegt wurde, die genannten drei Reaktionen zu beseitigen, 
und diese stellen die Unbekannten X des dreifach statisch unbe- 
stimmten Systems dar. 

Dieselbe Aufgabe läßt sich aber auch in anderer Form lösen. 
Beseitigt man zunächst an den beiden Enden die Einspannungen, so 
daß die freie Drehung der Stabenden möglich wird, so sind zwei über- 
zählige Reaktionen X, und X, (Einspannungsmomente) zu entfernen 
(Fig. 18a). Damit ist das System aber noch nicht statisch bestimmt; denn 
es sind noch zwei feste Fußgelenke vorhanden, und in jedem Gelenk 


ap 


Fig. 17d. 
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wirken zwei Kraftkomponenten. also insgesamt vier unbekannte Größen. 
Da nur drei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung stehen. so muß 
noch eine Reaktion entfernt werden. 


Es liegt nahe, das eine der beiden X 
festen Lager beweglich zu machen, Xa 

also die horizontale Komponente (X) 5 gá 
der Lagerreaktion zu beseitigen. Als- Fig. 15a. 


dann geht das System in den ein- 
fachen Balken auf zwei Stützen 
über; dieser bildet also das x 
Grundsystem. Die Unbekann- 5 
ten sind zwei Einspannungs- > 
momente X, und X, und der Fig. 18b. 
Horizontalschub X, (Fig. 18b). 

Nach Beseitigung der beiden Einspannungsmomente A. und Ka 
an den Auflagern könnte man den alsdann vorliegenden Zweigelenk- 
bogen (Fig. 183) auch dadurch statisch bestimmt machen, daß man 
an einer weiteren Stelle. etwa im 
Scheitel des Bogens, noch ein Ein- 
spannungsmoment (.X,) beseitigt, d.h. 
also ein Gelenk an die Stelle der 
festen Durchführung setzt (Fig. 19. 
Dreigelenkbogen). — 

In einem festen Gelenk kann 
eine beliebig gerichtete Reaktion wirksam 
sein, d.h. es treten zwei Kraftkomponenten 
auf, mit denen beide Stabteile gleich und ent- 
gegengesetzt aufeinander wirken (Fig. 20). 
Die Drehung der beiden Stabteile gegen- 
einander ist dabei noch möglich. Diese wird 
erst behoben, indem die beiden Stäbe durch 
ein Einspannungsmoment M gegeneinander 
festgelegt werden (Fig. 20a). Dieses Ein- 
spannungsmoment wirkt, zusammen mit den 
beiden Kräften V und H den Komponenten 
der Gelenkreaktion. wie die feste Durchfüh- 
rung des Stabes. 

Dies führt zu einer weiteren 


Ac 


Xa 


Art der Bildung des Grundsystems. X A X » 
Schneidet man den Balken an ir- X 

gendeiner Stelle durch (Fig. 21), so > = 
bleiben zwei eingespannte Balken Le 


als Grundsystem übrig. Die drei 
Überzähligen sind die zwei vorge- Fig. 21. 
nannten Kraftkomponenten (X, und 
X,) sowie das Einspannungsmoment (X,). Diese Größen sind an jedem 
der beiden Stabteile gleich und entgegengesetzt anzubringen, da beide 
Systemteile gleich und entgegengesetzt aufeinander wirken. 

DE 
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NB. Vorzeichen. Wie man die Unbekannten wählt, d. h. in welchen 
Sinne man sie positiv wirkend annimmt, ist gleichgültig. Man wähle die 
positive Richtung nach Belieben: ergeben sich am Schluß der Rechnung die 
Werte X positiv, so wirken sie in der angenommenen Richtung: umgekehrt 
ist es, wenn die Unbekannten X sich mit negawivem Vorzeichen ergeben. 

b) Verschiebungen und statische Größen S. Bezeichnungen. 
Das Superpositionsgesetz. Das Ziel der Untersuchung eines statisch 
unbestimmten Systems ist die Ermittlung der überzähligen Größen A. 
Sind diese berechnet, so sind alle am Grundsystem angreifenden 
Lasten bekannt, und jede statische Größe kann berechnet werden. 
— Das gegebene statisch unbestimmte System läßt sich nämlich 
auch auffassen als ein statisch bestimmtes (Grundsystem), an dem 
außer den gegebenen Lasten P. noch weitere. erst noch zu be- 
rechnende Lasten X wirken (s. Fig. 16a bis 16c). Ist nun irgendein 
statischer Wert $ gesucht, etwa ein Auflagerdruck oder ein Biegungs- 
moment, so setzt sich $ zusammen aus dem Einfluß der gegebenen 
Last P. und dem der Lasten X auf das Grundsystem. — Um nun 
S als Funktion der Werte X darzustellen, treffen wir folgende Fest- 
setzungen. Irgendeine der Größen X. etwa X,, denke man sich 
zunächst allein für sich am Grundsystem wirken. Hätte X, den 
Wert 1, etwa Lt so ruft diese Größe einen Wert S hervor, der 
mit $, bezeichnet werden soll, so daß S, gleich S infolge X, = 1 ist. 
Also tritt infolge der Größe X,, wenn sie mit ihrem vollen Betrage X, 
wirkt, der X fache Wert auf, also $,-X,. — Das, was hier für eine 
beliebige Größe X, gesagt ist, gilt für alle X, von X, angefangen bis X,- 
Somit rufen alle X zusammen einen Wert S hervor. der gleich ist: 


Sa Xa HS +8. 4+-::-+8,.X, 
Dazu kommt nun noch der Einfluß von P. den wir mit S, 


bezeichnen wollen, so daß wir infolge P. und der Überzähligen X 
den Wert erhalten: 


BELIEF eK. AD 


Dieses Gesetz nennt man das Superpositionsgesetz'); es 
wird in der Statik der Baukonstruktionen durchweg zugrunde gelegt. 

Außer den Kräftewirkungen sind sodann noch die infolge der Nach- 
giebigkeit (Elastizität) des Baustoffes auftretenden Formänderungen 
zu untersuchen. Sowohl bei statisch bestimmten wie bei unbestimmten 
Systemen fragt man des öfteren nach den Senkungen oder Ver- 
schiebungen gewisser Punkte (oder Verdrehungen von Geraden) des 
Tragwerkes. Vor allem aber ist bei statisch unbestimmten Systemen 


1) Bezüglich der Bezeichnungen sei darauf hingewiesen, daß der Wert $ 
ohne Index eine Größe im gegebenen, statisch unbestimmten System bedeutet. 
während alle sonstigen mit einem Index versehenen Werte (Sọ, Sa, So --- BA 
für das Grundsystem gelten. — Zur Unterscheidung der Werte könnte man 
auch © für S schreiben, so daß die statischen Größen des unbestimmten 
Systems durch deutsche Buchstaben bezeichnet würden. Jedoch ist mit Rück- 
sicht auf die Schreibweise der gebräuchlichsten Literaturquellen hiervon ab- 
gesehen worden. 
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zur Berechnung der überzähligen Größen X die Kenntnis der Form- 
änderungen erforderlich, wie wir des näheren noch sehen werden. 

Auch für die Formänderungen ist durchweg das Superpositions- 
gesetz maßgebend, d. h. es werden lineare Beziehungen zwischen 
Formänderungen und Kräften angenommen. Dies ist okne weiteres 
gegeben, wenn man. wie es bei allen folgenden Untersuchungen der 
Fall ist, annimmt, daß das Hookesche Gesetz gilt. d.h. daß die Be- 
anspruchungen des Systems innerhalb der Grenzen bleiben, für welche 
das Hookesche Gesetz gültig ist (s. Abschnitt A $ 2, b). 

Es sei gefragt nach der Verschiebung eines Systempunktes i in be- 
stimmter Richtung i, und zwar infolge einer am Grundsystem wirkenden 
KraftX,. Wäre X, gleich 1, so möge die Verschiebung von i einen Wert 
annehmen. den wir mit [ik] bezeichnen wollen 1t). Hier bedeutet also 
der erste Buchstabe den Ort der Verschiebung (Punkt und Richtung), 
der zweite die Ursache der Verschiebung. Wirkt nun die Kraft X, 
mit ihrem vollen Wert, so erzeugt sie die Verschiebung [ik]-X,. Was 
für X, gilt, bleibt für alle Werte X, bis X,, gültig. und man erhält somit 
als Verschiebung des Punktes i infolge der Überzähligen den Wert: 

Lal. XZ. Eck, Dal E. 

Dazu kommt der Beitrag zur Verschiebung, der allein infolge 
der gegebenen äußeren Belastung P. hervorgerufen wird. Dieser 
soll die Bezeichnung [im] erhalten. Insgesamt ergibt sich also: 

Ein] La]-X,—+ [b] X, — ---— [in] AX,- 

Dies ist der Wert für die Verschiebung des Punktes i infolge 
P, und der überzähligen Größen X, d. h. des Punktes i des v-fach 
statisch unbestimmten Systems (» bedeutet die Zahl der Über- 
zähligen X, bis X,). Dieser Wert soll mit [im.v] bezeichnet werden. 
Es bedeutet also der erste Buchstabe i den Ort der Verschiebung 
(Punkt und Richtung). der zweite m die Ursache (hier äußere Be- 
lastung DJ. und der Zahlenindex gibt den Grad der statischen 
Unbestimmtheit des Systems an, dem der fragliche Punkt i angehört. 

Es gilt somit für eine Verschiebung eines Punktes i 
in bestimmter Richtung infolge der Belastung P. beieinem 
»-fach statisch unbestimmten System die Gleichung: 

Em.»]=[im]) — [ia]-X —[L-X,—--.-+ln)- X, . 12) 

Man erkennt. daß beim vr-fach unbestimmten System so- 
wohl die statische Größe S (Gl.11\, als auch die Verschiebung 
[im.»] (Gl. 12) sich ausdrücken lassen durch die Über- 
zähligen X und durch gewisse statische Wirkungen (Gl. 11) 
beziehungsweise Verschiebungen (Gl. 12) des Grundsystems. 
Denn sowohl die Größen s, wie die Verschiebungen [ik] 
auf den rechten Seiten der Gleichungen (11) bzw. (12) sind 
hervorgerufen durch die am Grundsystem wirkenden Kräfte 
X=1 bzw. P„ (gegebene äußere Lasten). 

1) Durch die eckigen Klammern werden die Verschiebungen als Summen- 


ausdrücke gekennzeichnet. Vgl. hierzu die späteren Ausführungen über die Be- 
rechnung von Verschiebungen. (Abschn. II, $ 5, spez. S. 42.) 
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s4. Die Elastizitätsgleichungen. 

Im vorigen Abschnitt sind die Einflüsse der äußeren Lasten 
und der überzähligen Größen X zueinander in Beziehung gesetzt, und 
diese Beziehungen durch Gleichungen ausgedrückt worden (siehe 
Gl.(11) und (12). Nunmehr handelt es sich um die Frage, wie mit Hilfe 
dieser Beziehungen die Unbekannten X berechnet werden. 

a) Einfluß einer äußeren Belastung D... Wir haben r Unbe- 
kannte X, X,...., X, zu berechnen. benötigen also ebenso viele 


2 n 


Bedingungsgleichungen, in denen die Werte X als Unbekannte auf- 
treten. Diese Bedingungsgleichungen sind nun ohne weiteres da- 
durch gegeben, daß vr Verschiebungen [im.»] des statisch un- 
bestimmten Systems bekannt sind. und zwar die Verschie- 
bungen der Angriffspunkte der Unbekannten X. Betrachtet 
man z. B. den Träger auf n—-2 Stützen in Fig. 14, so erkennt man. 
daß die Angrifispunkte der X in diesem Falle wegen der festen. 
unverschieblichen Lagerung keine Verschiebungen in Richtung der 
Größen X erfahren können, d.h. die Verschiebungen der An- 
eriffspunkte der Überzähligen X in Richtung dieser Größen X 
sind 01) Mit den vorhin eingeführten Bezeichnungen lauten also 
diese Bedingungen: 

1) Dies gilt in unserem Beispiel zunächst nur dann. wenn die Stützen 
starr, die Punkte a,b,c,...,n also unverschieblich sind. — Es gilt aber auch in 
allen anderen Fällen, wenn 
man nur die jeweiligen Beson- 
derheiten des Systems sach- 
gemäß berücksichtigt. Einige 
Angaben mögen dies erläutern. 

Beim Träger auf elasti- 
schen Stützen (Fig. 22) kom- 
men als Angrifispunkte der 
Unbekannten X die Fußpunkte 
der Stützen in Frage. Die- 
jenigen Teile des Tragwerks, 
in denen die Kräfte X wirken, 
sagen wir die Träger dieser Krätte (hier 
die Pendelstützen), sind also mit in das 
System einzubegreiten. 

Wirkt eine Unbekannte X;in einem 
überzähligen Stab (vgl. das ın Fig. 23 
dargestellte Fachwerk), so schneide man 
den Stab etwa in der Mitte durch und 
bringe die Kraft X; in dem Schnitt 

Fig. 23. gleich und entgegengesetzt an. Die Ver- 

schiebung des Punktes i, d. h. des An- 

p griffspunktes von X;, in Richtung von 
Ke muß dann auch gleich 0 sein. Denn i ist identisch mt i und verschiebt 
sich in Richtung von X,, wie v in Richtung von X/; die Kraft X; ist gleich X;, 
wirkt aber in umgekehrtem (negativem) Sinne, d. h. die Gesamtverschiebung von i 
(eigentlich ¿ und 7) in Richtung von X; (eigentlich X, und X/) ist gleich 0. 

Ähnliche einfache Überlegungen gelten in anderen Fällen, z. B. wenn eine 
elastische Einspannung als Träger eines unbekannten Einspannungsmomentes 
vorliegt. Man hat stets nur darauf zu achten, daß die Träger der Unbekannten 
in dem vorhin dargelegten Sinne mit in das System einbegriffen werden. 
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IS 


[am »]=0) 
[Em.r]—=01| 

SR d (13) 
inm.r]—0J 


Diese Gleichungen stellen die „Elastizitätsbedingungen* dar 
d.h. die Bedingungen, denen die elastischen Verschiebungen der be- 
treffenden Systempunkte unterliegen. 

Nun ist aus den Gleichungen (13) noch nicht zu erkennen. wie 
aus ihnen die Größen X zu berechnen sind. Setzt man aber nach 
Gleichung (12) für [/m.»] die Werte ein. so entstehen die folgenden 
Gleichungen mit den Unbekannten X. 


[@am.v] = [a m] ~- [aa]-X,— [abd]-X, Ee .— [an] X, E 
[b m.v] = [b m] —— [ba]-X "Bèl x, —...— [ba] X, =0 

e e sz e 4 å i (14) 
[nm. pJ mm] ha]: X + [nb] X —— Le 


Dies sind die sogenannten Eer EE 

In diesen Gleichungen stellen die Koeffizienten der Unbekannten 
sowie die Absolutglieder Verschiebungen dis statisch bestimmten 
Grundsystems dar. Sind also diese Verschiebungen berechnet und 
die Gleichungen nach den Werten X aufgelöst, so ist die Aufgabe 
als erledigt zu betrachten. Denn aus den Unbekannten X berechnen 
sich alle sonstigen statischen Größen (Momente, Stabkräfte usw.) 
nach Gleichung (11), wo wiederum die Multiplikatoren S; und auch der 
Wert Sọ statische Größen im Grundsystem darstellen. 

Es ergibt sich also. daß es sich bei der Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme im wesentlichen um zwei Aufgaben handelt: 

Erstens sind die Verschiebungen derr Punkte a.b,....n 
zu berechnen, und zwar infolge gegebener Lasten P. bzw. 
X=1 am Grundsystem. 

Zweitens sind » lineare Gleichungen mit » Unbekannten 
aufzulösen. 

Ehe indessen diese beiden Aufgaben behandelt werden. be- 
dürfen die vorstehenden Ausführungen noch der Ergänzung nach 
verschiedenen Richtungen. 


b) Einflaß von Temperaturänderungen. Ebenso wie eine äußere 
Belastung vermag auch eine Erhöhung oder Erniedrigung der Tem- 
peratur eine Formänderung des Tragwerks hervorzurufen. Ist das 
System dabei so gestaltet. daß die durch die Temperaturänderungen 
bedingten Verschiebungen nicht ungehindert vor sich gehen können. 
so werden, ebenso wie im Falle einer äußeren Belastung, Kräfte wirk- 
sam, welche eben jene Formänderungen verhindern. — Bei dem in 
Fig. 24a dargestellten einseitig eingespannten Balken (s. Fig. 17a—d). 
wird z.B. bei einer Temperaturänderung die Bogenachse ihre Gestalt 
ändern und etwa die punktiert eingezeichnete Form annehmen. 
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Diese Formänderung des statisch bestimmten Systems kann unge- 


hindert vor sich gehen. Pen 


Fig. 24a. Fig. 24b. 


Hat aber der Balken am Ende ein festes Lager. so daß der 
Punkt o unverschieblich fest liegt. so ist bei der gleichen Temperatur- 
änderung die Verschiebung von a nach a’ nicht möglich (Fig. 24b). 
Um a in seiner ursprünglichen Lage zu halten. sind Auflageikräfte 
X, und X, erforderlich; sie nehmen eine solche Größe an. daß die 
Verschiebungskomponenten von a in Richtung von X, bzw. X, zu 
Null werden. Die Bedingungsgleichungen lauten somit in diesem Falle 

[at.2]= 0, 

IZEG 
wobei die Ursache, nämlich die Temperaturwirkung, wiederum durch 
den zweiten Buchstaben (t) gekennzeichnet ist. (a und b bezeichnen 
hier denselben Punkt, da X, und X, im nämlichen Punkte angreifen, 
jedoch sind die Richtungen der Kıäfte X verschieden.) Allgemein 
gelten beim »-fach statisch unbestimmten System die Elastizitäts- 
bedingungen: 


fat.»]=0 
[bt.v]=0 
dÉ =0. 


Es fragt sich nun wiederum, wie die Verschiebungen [it.»] durch 
die Unbekannten X auszudrücken sind. — Die Verschiebung eines 
Punktes i infolge der Temperaturwirkungen setzt sich zusammen 
aus der Verschiebung, welche / als Punkt des Grundsystems (alle 
X=0) erfährt, und dem Beitrag der überzähligen Größen. Der 
erstere Wert, also die Verschiebung des Punktes ¿ in bestimmter zu- 
gehöriger Richtung infolge der Temperatur, wenn diese lediglich das 
Grundsystem verändert, werde mit [it] bezeichnet. Der Beitrag der 
Überzähligen X drückt sich genau so aus wie bisher (Gl. 12), wobei 
naturgemäß diejenigen Werte X in Frage kommen, die infolge der 
Temperatur auftreten. Der Gesamtwert wird also: 

Dräi la] X, + ibl, alt, . (18) 

Entsprechend sind die Verschiebungen der sämtlichen Angriffs- 
punkte a,b,...,n der Unbekannten X, X,,..., X, auszudrücken. Aus 
der Elastizitätsbedingung, daß diese Verschiebungen gleich Null sind, 
entstehen also die folgenden Elastizitätsgleichungen zur Be- 
stimmung der Temperatureinflüsse: 
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[at.»] = [at] —[aa]- X, — [ab]-X, —...— Eege 
[b t.1] = bA [ba]-X,— [B5]-X,—...—[b n], =0]| 

e e Sr u: e Ka 
Dot. SS [nt] —[na]-X, _— RE ET 


Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen (14), 
die für äußere Belastungen D. gelten, nur durch die Absolutglieder 
if) statt [im]}) +). 

c) Einfluß von Verschiebungen der Widerlager. Es bliebe 
noch eine letzte Ursache zu untersuchen, welche das Auftreten von 
Kräften bei statisch unbestimmten Systemen zur Folge haben kann, 
nämlich die Verschiebung der Widerlager. — Von dem Zweck derartiger 
Untersuchungen, die sich meistens auf mehr oder minder unsicheren, 
nur schätzungsweise anzugebenden Voraussetzungen gründen. war auf 
Seite 3 die Rede. Man stellt die Untersuchung an unter der Vor- 
aussetzung, daß einzelne Widerlager geschätzte oder beobachtete Ver- 
schiebungen erfahren. — Wir fragen nach der Form der Elastizitäts- 
bedingungen bzw. der Elastizitätsgleichungen, aus denen die Unbe- 
kannten X, die infclge der Verschiebung der Widerlager auftreten, 
zu bestimmen sind. Hierzu betrachten wir den in Fig. 25a—c dar- 
gestellten Träger auf vier Stützen mit den mittleren Stützendrücken 
A. und X, als Unbekannten. Der Vereinfachung des Gedanken- 


a 
ganges halber werden zwei Fälle unterschieden. 


| 


EA 


l 
A = Fig. 25c. 
A E Jan] [on] 8 


!, Es sei noch darauf hingewiesen. daß nicht immer und nicht bei allen 
statisch unbestimmten Systemen Unbekannte X infolge der Temperaturände- 
rungen auftreten. Dies gilt von jenen Fällen. wo die durch die Temperatur 
bedingten Formänderungen ungehindert vor sich gehen können. — Wird z. B. 
der in Fig. 14 dargestellte durchlaufende Träger mit gleich hohen Stützen 
gleichmäßig erwärmt, so vergrößert sich seine Länge. Das ist ohne weiteres 
möglich; denn der Träger verschiebt sich in horizontaler Richtung über seine 
Lager hinweg: Kräfte werden dabei nicht wirksam. 
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Erster Fall. Die Punkte, in denen die Unbekannten 
angreifen, haben in Richtung dieser Unbekannten die Ver- 
schiebung Null 

In unserem Falle sollen sich also zunächst die Punkte 4 und 
B. nicht aber a und A verschieben (Fig. 25b). Die Elastizitäts- 
bedingungen lauten alsdann, wenn wir den Einfluß der Wider- 
lagerverschiebungen durch den Buchstaben w kennzeichnen, wie folgt: 

[aw.2]=0 
bw.2]=0. 

Um nun diese Werte durch die Unbekannten X auszudrücken. 
betrachten wir das Grundsystem in seiner durch die Verschiebung 
der Widerlager 4 und B veränderten Lage (Fig.25c). Die Punkte 
a und b würden sich um gewisse Beträge [aw] und [bw] verschieben. 
wenn keine Größen X wirksam wären. Diese letzteren treten nun 
aber am Grundsystem in solcher Größe auf, daß die Verschiebungen 
von a und b zu Null werden. Die Beiträge der Größen X zu den Ver- 
schiebungen von a und b sind durch die gleichen Ausdrücke wie 
früher Sir 12) gegeben, nämlich [aa] X, + [ab] X, für Punkt o und 
[ba] X, + [55] X, für den Punkt b. Also erhält man als Gesamtver- 
schiebungen von a und b die gleich Null zu setzenden Werte: 

[aw.2] = [aw] + [aa]-X, + [ab]- X, = 0 
II [du] + Del. -X,+ [bb] X, =0. 

Was hier für den Fall zweier Enbekennden erläutert wurde, führt 
im allgemeinsten Fall des »-fach unbestimmten Systems zu den fol- 
genden Dëse 


[aw.»] =[aw] + [aa]: X, -= [ab]-X legt, X, = 0) 
(bw. »]| = [bw] + [ba]; X "Th Se — ...+[bn]-X,=0 

; i (17a) 
Daag A == [na] u. [na] a KEE -4 [n n] .X,=0 


Dies ist die Form der Elastizitätsgleichungen für den Fall, daß 
die Angriffspunkte der Unbekannten sich in Richtung dieser Un- 
bekannten nicht verschieben. 

Zweiter Fall. Die Widerlager, in denen die Unbe- 
kannten angreifen, verschieben sich in Richtung dieser 
Unbekannten. 

Es werde jetzt der umgekehrte Fall untersucht, wo die Angriffs- 
punkte einzelner oder aller Unbekannten X sich verschieben, im 
übrigen aber die Widerlager unverschieblich sind. In Fig. 26a ist 


i 
| 
| l 

[i 


[arw.2] ge, et 
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das veränderte System gezeichnet. Hier sind die Verschiebungen 
faw.2] und [bw.2] nicht mehr gleich Null, sondern gleich gegebenen 
Größen. 

Man beachte. daß die Verschiebungen von a und A nur durch 
die Grüßen X, und X, hervorgerufen werden. Wirken X, und X, 
nicht, d.h. wird das statisch bestimmte Grundsystem in Betracht 
gezogen, so ist keine Wirkung da. welche eine Verschiebung von o 
und b hervorrufen könnte. Somit folgt ohne weiteres, daß die Ela- 
stizitätsgleichungen die folgende Form annehmen: 


[aa]-X,— [ab]-X,—=[aw.2]d.h.gleich einem gegebenen Wert 
bal-X,—+|bb]- Ka = |bw.2]d.h. gleich einem gegebenen Wert. 


GE gilt bei »-facher Unbestimmtheit folgende Form der 
Elastizitätsgleichungen für den Fall, daßnursolche Wider- 
lager sich verschieben. in denen Unbekannte X wirken: 


[aa]-X,+[ab]-X,—...—-[ar]- X, =[aw.r i| 
Delt 108]: X, -+++ ibn]: E u Di 

. t a7) 
[za] X, — nb]. N,—...— [n n]- X, = Inn.) 


Hier stellen die Größen E bis [nw.»] gegebene, d.h. ge- 
schätzte oder gemessene Werte dar. 

Dritter (allgemeiner) Fall. Vereinigung beider Fälle. 
Es verschieben sich beliebige Widerlager. 

Die allgemeine Form der Gleichungen entsteht durch eine Ver- 
einigung der beiden vorhin behandelten Fälle. Wir nehmen nämlich 
nunmehr an, daß beliebige Widerlager sich verschieben können, ob 
nun Unbekannte dort angreifen oder nicht. Alsdann erhalten wir 
auf Grund der vorigen Betrachtungen durch Vereinigung beider Fälle 
die folgende allgemeinste Form der Elastızitätsgleichungen 
unter Annahme une Widerlager: 


[aw] + [aa] X aT —[ab]-N,—...+[an]- X, = [ew.r] 
[bw] -+ |ba]- rI + [bb]. X zc Uni, A. = bw.» ] 

i l i l laro 
[nw] - [na] -X,+ [nb] -X,+ ... + [nn]: A= ae A J 


Die Glieder Joan al bis [nw.»] auf der rechten Seite dieser Glei- 
chungen sind bekannte. zahlenmäßig gegebene Werte. 

Um auch in diesem Falle einen den bisherigen Formen der Glei- 
chungen entsprechenden Ausdruck zu erhalten, ziehen wir die Ab- 
solutglieder zusammen und schreiben für den Gesamtbetrag 

[iw] —[iw.r]= [im] ...... (RN) 
[iw] bedeutet die Verschiebung des Punktes i des Grundsystems 
(i ist der Angriffspunkt von X;) in Richtung von X; infolge der an- 
genommenen Widerlagerverschiebungen. Sind unter diesen letzteren 
auch solche der Angriffspunkte i der Überzähligen X, so sind diese 
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angenommenen) Verschiebungen mit Zur. bezeichnet; sie brauchen 
natürlich nicht in allen Aufgaben vorzukommen. 
Alsdann nehmen die Gleichungen "rel folgende Form an: 


GT e a iab]. na~ fen]: est) 
Uaj Ga X,+ bbl- X, —... bn]- 3 =0 

f- (ie) 
[n z] — [na] X, — [nbi X, +... [nn]- X, =0 


Man erkennt, daß diese Form der Gleichungen derjenigen für 
äußere Lasten oder Temperaturänderungen entspricht. 

Nachdem wir damit für die verschiedenen Fälle die Form der 
Bedingungsgleichungen zur Ermittlung der überzähligen Größen X 
angegeben haben, sollen nun in den beiden folgenden Abschnitten 
(IL und III) die Methoden zur Berechnung der Koeffizienten (Ver- 
schiebungen) und zur Lösung der Gleichungen behandelt werden. 


II. Untersuchung 
elastischer Formänderungen. 


SS Die Arbeitsgleichung. 


(Prinzip der virtuellen Arbeiten, virtuelle Formänderungsarbeit.) 


Die im ersten Abschnitt angegebenen Elastizitätsgleichungen zur 
Berechnung statisch unbestimmter Systeme enthielten lediglich Ver- 
schiebungen von Punkten des statisch bestimmten Grundsystems. 
Somit wäre zur Untersuchung statisch unbestimmter Tragwerke nur 
die Berechnung der Formänderungen statisch bestimmter Systeme 
erforderlich. 

Es kommt indessen auch vor, daß nach den Verschiebungen 
von Punkten statisch unbestimmter Systeme gefragt wird, wie z. B. 
nach den Durchbiegungen eines durchlaufenden Trägers. Wir sind 
also gehalten, die Formänderung statisch bestimmter und unbe- 
stimmter Systeme zu untersuchen. 

An und für sich ist natürlich dadurch kein Unterschied für die 
Berechnung gegeben. Denn wenn an einem unbestimmten System 
auch einzelne unbekannte Lasten A wirken, so lassen sich diese ja 
aus den Formänderungen des Grundsystems berechnen und können 
dann den gegebenen äußeren Lasten P. als bekannt zugefügt wer- 
den, so daß eine Gruppe gegebener Lasten (P. und X) am Grund- 
system wirkt. 

Bevor wir mit der Herleitung der gesuchten Gleichungen be- 
ginnen, sei kurz erinnert an das aus der Mechanik bekannte sog. 
d’Alembert’sche Prinzip. Dieses besagt: Greift an einem Massen- 
punkt ein System von Kräften an, welche unter sich im Gleich- 
gewicht sind, und wird dem Punkt irgendeine (mögliche) kleine Ver- 
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schiebung erteilt. so ist die Summe der dabei geleisteten Arbeiten 
gleich Null. Hierbei ist es gleichgültig. wodurch die Verschiebung 
zustande kommt. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist 
leicht einzusehen. An einem Massen- 
punkt m (Fig.27) mögen die Kräfte 
P. P, P, angreifen. die unter- 
einander im Gleichgewicht stehen. Die 
Summe der Projektionen der Kräfte 
auf irgendeine Achse muß somit Null 
sein; denn die Kräfte bilden ein 
geschlossenes Polygon. Es gilt somit 
die Gleichung Is. Fig. 27): 

© D cose = 0. 

Verschiebt sich nun durch irgendeine Ursache der Punkt m 

nach m’ um die kleine Strecke v. so kann man auch schreiben: 


o. A P-eosa==0. 


(Die Achse, von der aus die Winkel c: gemessen werden, ist in 
Richtung von mm’ angenommen.) Anstatt der Summe Y'P.cos«: 
kann man auch jedes einzelne Glied dieser Summe mit v multipli- 
zieren und erhält: 
, © Dr, vos zs O 
oder 

EP: ss e, (A8) 


v-cos« ist die Projektion c des Weges in Richtung der Kraft; die 
Summe der Produkte P-v-cos&== P.c stellt also eine Summe von 
Arbeiten dar. Diese Arbeiten heißen „virtuelle“ oder „gedachte“ 
Arbeiten, weil die Verschiebung v nicht einen durch die Kräfte be- 
dingten, sondern einen willkürlich angenommenen gedachten Wert 
hat. Obige Gleichung (18) besagt also: 
Die Summe der virtuellen Arbeiten eines im Gleich- 
gewicht befindlichen Kräftesystems hat den Wert Null. 
NB. Statt des Massenpunktes können wir uns auch eine starre 
Scheibe oder einen starren Körper denken. Derselbe darf während 
der Bewegung oder unter dem Einfluß der Kräfte P seine Form 
nicht ändern, so daß alle seine Teile die gleiche Verschiebung erleiden. 
a) Die Arbeitsgleichung statisch 8 
bestimmter elastischer Systeme. 7 % 
c) Äußere Belastung P, als 
Ursache der Formänderungen. 
Wir betrachten ein durch die 
Lastengruppe P, belastetes. statisch e 
bestimmtes System, etwa den in Beiastungszustond & 
Fig. 28 dargestellten, bogenförmigen Fig. 28. 
Balken auf zwei Stützen. Die Lasten- 
gruppe wird bezeichnet als „Belastungszustand” D. Vorausgesetzt 
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ist, daß die Kräfte P, (mitsamt den zugehörigen Auflagerkräften) ein 
im Gleichgewicht befindliches Kräftesystem darstellen. 

Zweitens betrachten wir die Formänderungen, die das System 
infolge einer — ebenfalls im Gleichgewicht befindlichen — Kräfte- 
gruppe P, erfährt (Fig.29). Die Form- 
änderung ist durch Fig. 29 veran- 
schaulicht. Wichtig für das Folgende 
ist, daß die Lastengruppe P, unab- 
hängig ist von dem Belastungszu- 
stand P: beide brauchen miteinander 

Verschiebungszusiond A, nichts gemein zu haben. 

Fig. 29. Die Punkte i, in denen die Lasten 
P, angreifen, erfahren bei der Form- 
änderung des Systems infolge P, eine Verschiebung in irgendeiner 
Richtung. Diese Verschiebung hat eine Komponente senkrecht zur 
Richtung von P. die in den folgenden Erörterungen außer Betracht 
bleibt, und eine Verschiebungskomponente in der Richtung von P. 
Diese in Richtung der Kräfte P, erfolgenden Verschiebungen der 
Punkte i, die infolge der durch die Lasten P, bedingten Formände- 
rung auftreten, werden entsprechend den in § 3, Abschn. b getroffenen 
Festsetzungen mit |ik] bezeichnet. Man erkennt, daß in unserem 
Beispiel die Kräfte P, während des Verschiebungszustandes P, die 
Arbeit leisten: 
P} -i k] 4 P? -[i" k] GI = £ P, [ik]. 


Diese Summe Z P,- [ik] stellt die Arbeit der äußeren Kräfte 
dar. [Bezüglich dieser Arbeit ist zu beachten, daß die Kräfte P, nicht 
an einem einzigen Massenpunkt oder einem starren Körper angreifen; 
denn alle Systempunkte erleiden beim Formänderungszustand eine 
andere Verschiebung.] — 

Im Gegensatz zu den bisher erwähnten äußeren Kräften (P, 
und den Verschiebungen der Systempunkte i infolge der Belastung 
P, betrachten wir jetzt die im Stabinnern erzeugten Wirkungen der 
äußeren Lasten (P, bzw. P,). Diese inneren Wirkungen zerfallen 
gleichfalls in zwei Gruppen: erstens die von den Kräften P des Be- 
lastungszustandes im Stabinnern erzeugten Spannkräfte bzw. Flächen- 
kräfte; zweitens die von den Kräften P, des Verschiebungszustandes 
hervorgerufenen inneren Verschiebungen, d. h. Formänderungen der 
Systemteile. (Zu beachten ist, daß zwar auch die Kräfte P, Form- 
änderungen des Systems hervorrufen; diese kommen aber hier nicht 
in Frage, vielmehr betrachten wir den Belastungszustand P, ledig- 
lich als solchen und daher auch nur die durch P, erzeugten Kräfte.) 

Wir fassen zunächst ein einzelnes Körperteilchen mitsamt 
den darauf einwirkenden inneren Flächenkräften ins Auge Die 
Spannungen an gegenüberliegenden Flächen sind entgegengesetzt gleich, 
bis auf einen unendlich kleinen Zuwachs, der bei sehr kleinen Seiten- 
längen vernachlässigt werden kann. Hier handelt es sich also um 
ein im Gleichgewicht befindliches Kräftesystem, herrührend von 
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den in den Seitenflächen wirkenden Flächenkräften. — Wir hätten 
nun eigentlich die Arbeiten der Flächenkräfte an allen einzelnen 
Körperteilchen zu untersuchen. Um aber die Ausführungen über- 
sichtlicher zu gestalten, betrachten wir die Gesamtheit aller jener 
Körperteile, die durch zwei unendlich nahe benachbarte Querschnitte 
begrenzt werden, d. h. wir trennen durch zwei um ein Element ds 
der Bogenachse voneinander entfernte Querschnitte einen Teil des 
Stabes ab (Fig. 30`. 


2 


On 7 


Die Flächenkräfte, welche in den einzelnen Flächenelementen 
der Querschnitte wirken, setzen wir zu Resultierenden zusammen und 
rechnen statt mit der Summe der Einzelkräfte mit deren Resultie- 
renden. 

Die Summe der Normalspannungen ist gleich der den Quer- 
schnitt beanspruchenden Normalkraft (Fig. 30a). Ebenso können die 
Biegungsspannungen (Fig.30b) durch ihre Resultierende Z im Schwer- 
punkt der Spannungsflächen ersetzt werden, so daß das Moment 
(Z-z) dieser Kräfte gleich dem Moment M ist, welches den Quer- 
schnitt beansprucht. Dasselbe gilt von den Schubspannungen zq, die 
in ihrer Gesamtheit ersetzt werden können durch die den Quer- 
schnitt beanspruchende Querkraft Q (Fig.30c). Wir betrachten also 
einen Teil des Stabes, der durch die beiden Querschnitte F begrenzt 
ist und das sehr kleine Stabelement von der Länge ds zur Achse 
hat; auf diesen Stabteil wirken die Normalkraft N, das Moment M 
und die Querkraft Q, die wir als Wirkungen der Belastung P, mit 
M,, N;, Q; bezeichnen. — In Elemente der besagten Art wird das 
ganze System zerlegt; dann bildet jedes dieser Elemente für sich 
einen Körperteil, an dem Kräfte N,, A. Q, wirken, die sich das 
Gleichgewicht halten. Diese Kräfte denken wir uns, während die 
Formänderung des Systems vor sich geht. in konstanter Größe wir- 
kend, also nicht etwa von Null auf den Endwert zunehmend. 

Die Größen N, A. Q; stellen die inneren Wirkungen der Be- 
lastung P, dar. — Nunmehr gehen wir über zu den Formänderungen 
der Stabteile, die herrühren von den Lasten P. die den Ver- 
schiebungszustand erzeugen. Die Formänderung eines Stabelementes ds, 
das durch zwei nahe benachbarte Querschnitte begrenzt ist, stellt 
sich dar als eine Längenänderung Ads, eine Verdrehung dp der 


Fig. 30. Fig. 30b. Fig. 


30e. 
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begrenzenden Querschnitte und als eine Querverschiebung Ji (siehe 
Pie ai, Da wir lediglich die Formänderungen infolge der Lasten P, 
ins Auge fassen, so kennzeichnen wir diese Ursache durch den Index k 
und schreiben demnach für die genannten Verschie- 
bungen Ads, Je, Ah,- 

So wie wir vorhin die Arbeiten der äußeren 
Kräfte P, auf den durch P, erzeugten Wegen [ik] 
aufstellten, so fragen wir jetzt nach den Arbeiten 
der inneren Kräfte (M,. N,, Q,) während der durch P, 
erzeugten Formänderungen der Stabelemente. Es 
leuchtet ein, daß die Normalkraft nur Arbeit leisten 
kann bei einer Verlängerung des Stabachsenelementes 
ds um Jds, das Moment nur bei der Drehung 
der beiden begrenzenden Querschnitts gegeneinander um Je und 
schließlich die Querkraft nur bei einer Parallelverschiebung Ah in 
Richtung der Querschnitte. Die fraglichen Arbeitswerte sind also 
(Fig. 31), da die Kräfte während der Formänderung in ihrer vollen 
Größe A N,. Q; wirken, 


1. N, Jg 
2. Mdo, 
3. Qr Ah, 


Nachdem wir damit sowohl die Arbeiten der äußeren als auch der 
inneren Kräfte dargestellt haben, suchen wir die Beziehungen zwischen 
beiden festzustellen. — 

Zu diesem Zwecke denken wir uns zunächst den Fall, das Stab- 
element gelangte bei der Formänderung des Systems aus seiner ur- 
sprünglichen Lage I in die Lage T (Fig. 32), behielte aber 
währenddessen seine ur- 
sprüngliche Form bei. Dann 
könnten die an dem Element 
wirkenden Kräfte keine Arbeit 
leisten, da sie sich das Gleich- 
gewicht halten (d’Alembertsches 
Prinzip). Es wären alle Voraus- 
setzungen für die Anwendung 
des oben genannten Prinzips er- 
füllt, und die Summe der Ar- 
beiten der am Element wirken- 
den Kräfte wäre Null. 

In Wirklichkeit ändert das Stabelement aber nicht nur seine 
Lage, sondern auch seine Form. In Fig. 32 ist die Längenänderung 
um Ads angedeutet. (Eine Verdrehung der Querschnitte oder eine 
Verschiebung in Richtung der Querschnitte ist nicht in die Figur ein- 
gezeichnet.) Während einer solchen Formänderung des Elementes 
leisten die inneren Kräfte N,, AM. Q; Arbeit. Diese Arbeit muß, 
wenn unter Anwendung des d’Alembertschen Prinzips die Gesamt- 
arbeit gleich Null gesetzt werden soll, in Abzug gebracht werden. 


Fig. 32. 
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Denn während dieser Arbeit ist das Körperelement nicht mehr starr. 
sondern es ändert seine Form. Erst nach Abzug dieser Arbeit der 
inneren Kräfte während der Formänderung bleibt ein Arbeitsbetrag, 
bei dem die Voraussetzungen für die Anwendung des genannten 
Prinzips erfüllt sind (Körper starr, Kräfte im Gleichgewicht). Daher 
ist in die Gesamtarbeitssumme der Beitrag der inneren Kräfte mit 
dem negativen Vorzeichen einzusetzen. Dabei leisten diese inneren 
Kräfte nur während der Formänderung der Einzelelemente Arbeit. 
Der Beitrag der äußeren Kräfte kommt während der Lagenände- 
rung, d.h. während der Verschiebungen [ik] der Punkte i der Stab- 
achse, zur Geltung. Letztere Arbeit ist gegeben durch den Wert 


PD 


Er betrifft jene Stabelemente. an denen äußere Kräfte in Frage 
kommen. Die Arbeit der inneren Kräfte kommt an jedem Einzel- 
element zur Geltung; ihr Gesamtbetrag ergibt sich durch Summierung 
über die unendlich vielen Einzelteile, also durch Integration: 


Innere Arbeit = TN dds, — f| Up Ae TO Ah, 


Dieser Wert ist nach obigen Ausführungen in der Gesamtarbeit, 
die gleich Null ist, negativ zu setzen. Es entsteht somit folgende 
Arbeitsgleichung: 


5P, k] JN dds, — SM; Io, — SQ; Ui D 
oder 


ZP:;-[ik] Ada [6-49 CEET . (19) 


d.h. die Summe der virtuellen äußeren Arbeitenist gleich der 
Summe der virtuellen inneren Arbeiten (virtuelle Formände- 
rungsarbeit?)). 

In dieser Gleichung entsprechen die inneren Kräfte N, M,. 
Q; den äußeren Kräften DP. ebenso entsprechen die inneren Ver- 
schiebungen Ads,, Ap, und Ah, den äußeren Verschiebungen [ik] 
und sind wie diese durch die äußeren Lasten P, hervorgerufen. 

Um die in der Gleichung (19) vorkommenden Größen in eine für 
die Anwendung zweckmäßige Form zu bringen, drücken wir die 
inneren Verschiebungen Ads,, Jo, Ah, durch die inneren Kräfte 
N,- M, Q, aus, durch die sie erzeugt werden. Hierzu benutzen wir 
die früher hergeleiteten Beziehungen (s. Gl. 4, 5 und 6) 


Nur d 


d'ënn 


1) Man nennt die auf der rechten Seite von Gleichung (19) stehende Arbeits- 
größe „virtuelle Formänderungsarbeit“, weil während dieser Formänderung 
Kräfte wirken, die mit der Ursache der Formänderung nichts gemein zu haben 
brauchen, sondern als irgendwelche gedachte Kräfte aufzufassen sind. — Im 
Gegensatz zur „virtuellen“ steht die „wirkliche Formänderungsarbeit, von der 
später (s. $ 6) die Rede sein wird. Bei dieser handelt es sich um die Arbeit 
von Kräften während der von ihnen selbst erzeugten Formänderungen. 

Pirlet. Statik. IL. 1. 3 
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AN, de 

Je, = EJ H 
Q, de 
Jh gr 


Setzt man diese Werte in Gleichung (19) ein, so erhält man die 
Arbeitsgleiehung in folgender Form: 


BE un nee (Et IG Qr ds (19a) 


Handelt es sich um ein Fachwerk, bei dem die Lasten in den 
Knotenpunkten angreifen, so daß nur Normalkräfte (Stabkräfte Si 
auftreten, so bleibt in obiger Gleichung (19a) auf der rechten Seite 
nur das erste Glied stehen. Als Normalkräfte N kommen die Stab- 
kräfte S in Frage. Diese sind für den einzelnen Stab von der 
Länge s und dem Querschnitt F konstant; statt des Integrals tritt 
die Summe (2) ein, die sich über alle Stäbe erstreckt. Man erhält 
als Arbeitsgleichung des Fachwerks 


=F 


ZP, 8 (19b) 


f) Temperaturänderungen als Ursache der Verschie- 
bungen. Bisher war vorausgesetzt, daß die Formänderungen her- 
rührten von einer Belastung P,. Dies war gekennzeichnet durch 
den Index k, der bei den äußeren wie bei den inneren Verschiebungen 
verwandt worden ist. Es war schon früher von Formänderungen 
infolge der Temperatur die Rede; die Verschiebungen der System- 
punkte bezeichneten wir mit [ii]. Die inneren Verschiebungen infolge 
der Temperatur stellen sich dar als Längenänderungen Ads, der Stab- 
elemente ds und Verdrehungen Ag, benachbarter Stabquerschnitte. 
Parallelverschiebungen JE treten nicht auf. 

Die Arbeitsgleichung wird also lauten: 


EE EEN f W- 4g. .. . (20) 


Die Berechnung der inneren Verschiebungen gestaltet sich ver- 
schieden, je nachdem die Temperaturänderung eine gleichmäßige 
oder ungleichmäßige ist. Gleichmäßig heißt sie dann, wenn in allen 
Teilen der einzelnen Querschnitte die Temperatur sich um den gleichen 
Betrag erhöht oder erniedrigt. Alsdann sind nur Längenänderungen 
ds, möglich, Verdrehungen Ag, treten nicht auf. Verteilt sich da- 
gegen die Temperaturänderung nach Fig. 33 ungleichmäßig, so daß 
sie vom Werte LG am oberen Außenrand auf den Wert LG am 
unteren Außenrand des Querschnitts ab- oder zunimmt, so heißt 
die Temperaturänderung eine ungleichmäßige.. Die Zu- oder Ab- 
nahme von € wird dabei linear angenommen, so daß die Querschnitte 
eben bleiben. 
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Fig. 33. 


Im Fall einer ungleichmäßigen Temperaturänderung 
erhält man für die Längenänderung des Elementes ds der Stabachse 
(Schwerpunktslinie) den Wert: 

dë zë: fa ds, 


wo e den Ausdehnungskoeffizienten, t, die Temperaturänderung im 
Schwerpunkt bedeutet. Diese hat den Wert (s. Fig. 33) 
t— t ti- Yu T ta Y 
D" A, Si. rt su I a 90 
to GES b i h Yu h X 


Für die Verdrehung Je, erhält man, indem man statt des 
kleinen Winkels die Tangente einsetzt, folgenden Ausdruck: 


1 1 dt 
dp =y Eh ds— et ds)= el, —1)ds—=e ds. 


Hier bedeutet it den Unterschied der Temperatur in den Außen- 
rändern des Querschnitts. Die Verschiebungen sind positiv zu rechnen, 
wenn sie im Sinne der positiven Kräfte N und M erfolgen. 

Mit diesen Werten schreibt sich die Arbeitsgleichung für 
ungleichmäßige Temperaturänderung: 


pg | Netds+ | Meas S y (20a) 


Dies ist also die Form der Arbeitsgleichung für den Fall, daß 
eine äußere Belastung P, während eines Formänderungszustandes 
wirkt, der von einer ungleichmäßigen Temperaturänderung herrührt. 

Im Falle der gleichmäßigen Temperaturänderung um 
t Grad treten keine Verdrehungen Jo, der Querschnitte auf; die 
Längenänderung Ads, hat den Wert Ads, = €-t-ds und es wird: 


= Pilit] — | Ni-stas .. . . . (0b) 


Liegt ein Fachwerk vor, so daß es sich nur um Stabkräfte S 
und Stäbe von der Länge s handelt, so lautet die Arbeitsgleichung: 
I P: [it] = ZS. sts TSM (20e) 
3* 


Cu 
Eed 
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y) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form- 
änderungen. Es ist jetzt — entsprechend der Beschränkung der 
Untersuchung auf statisch bestimmte Systeme — nur der besondere 
Fall zu betrachten, wo sich lediglich die Widerlager des Systems 
verschieben. so daß eine Änderung der Lage. nicht aber der Form 
des Systems eintritt. Alsdann treten beim Verschiebungszustand 
keinerlei innere Verschiebungen auf, d.h. die Werte Ads, Ag, Ah 
haben den Wert Null. Die Anwendung des d’Alembertschen Prinzips 
auf das als starre Scheibe zu betrachtende System ergibt also eine 
Gleichung. in der nur die Arbeiten der Kräfte P, und der Auflager- 
kräfte vorkommen). 

Für den bisher betrach- 
teten einfachen Balken ist in 
Fig. 34a ein Verschiebungs- 
zustand dargestellt; Fig. 34b 
zeigt einen Belastungszustand 
P,, der während des Verschie- 
E bungszustandes am System 
wirken und die Auflagerkräfte 
A, B und C erzeugen möge. 
Die Verschiebungskomponenten an den Widerlagern in Richtung dieser 
Auflagerkräfte A, B, C seien [aw]. [bw], [cw], wobei die Angriffs- 
punkte der Kräfte A, B, C entsprechend mit a, b, c bezeichnet sind. 
Ähnlich sind die Verschiebungen der Angriffspunkte i der Kräfte P, 
mit [iw] bezeichnet. — Da außer den Kräften P, nur die von diesen 
erzeugten Auflagerkräfte wirken und eine Arbeit leisten, so lautet 
die Arbeitsgleichung in diesem Fall: 


ZP,[iw + St Rw] = 0. 


Hierbei sind die Auflagerkräfte infolge P, allgemein mit L; und 
ihre Angriffspunkte mit I bezeichnet. 

Bezüglich der Vorzeichen ist zu beachten, daß sowohl [iw] 
wie [lw] die in die positive Richtung der betreffenden Kräfte P 
und L fallende Verschiebungskomponente darstellen. Wie diese po- 
sitive Richtung der Auflagerkräfte gewählt wird, ist gleichgültig. 

Wird die Arbeit der Auflagerkräfte auf die rechte Seite der 
Gleichung gebracht, so erhält man: 


ZPRkwW]=—EL:-[lw ..... (Gu 


b) Die Arbeitsgleichung statisch unbestimmter elastischer 
Systeme. 

a) Äußere Belastung P, als Ursache der Formände- 
rungen. Bei den bisherigen Untersuchungen ($ 5a) war der Einfach- 


Verschrebungszustond ~ Ki 


Fig. 34a. Zei? 


Belasiungszusrand R 


Fig. 34b. 


1) Bei Systemen, die aus einzelnen Scheiben zusammengesetzt sind, fallen 
die Arbeiten der inneren Kräfte in den gelenkigen Verbindungen verschiedener 
Scheiben heraus; denn die Gelenkreaktionen sind entgegengesetzt gleich, 
während die Verschiebung des gemeinsamen Angrifispunktes für beide Reaktionen 
die gleiche ist. 
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heit der Darstellung wegen zunächst ein statisch bestimmtes System 


vorausgesetzt. — Nunmehr soll die Form der Arbeitsgleichung für 
statisch unbestimmte Systeme angegeben werden. 

Wir betrachten wiederum einen p" 
bogenförmigen Balken, der aber nun EN : 


nicht mehr statisch bestimmt gelagert, 
sondern etwa mit eingespannten Enden 
versehen sein möge, so daß das in 
Fig. 35a dargestellte. statisch unbe- 
stimmte System entsteht. Wie früher 
sei der Belastungszustand P, und der 
Verschiebungszustand D. Die Ver- 
schiebungen des »-fach statisch un- 
bestimmten Systems, die äußeren = 
DE al sowohl wie die inneren, sind Fig. 35 b. 
naturgemäß andere als die Verschie- 

bungen [ik] des statisch bestimmten Systems. Die inneren Verschie- 
bungen Ids,, Je, und Jh, werden erzeugt von den inneren Kräften 
Ne.» A Qr.» im »-fach statisch unbestimmten System. — Den 
äußeren Kräften P, entsprechen die inneren Kräfte N; „. Mi v- Qi.v- 
Mit diesen Bezeichnungen nimmt Gleichung 19!) die folgende Form an: 


Belastungszustand BR & 
Fig. 35a. 


Verschrebungszustand B. 


j N, ` " ( 
k. = + fan. ! Hds Ords (196) 


72 1 
Sp. irn | Ner E er los Se 


Nach diesem Ausdruck wären die inneren Kräfte sowohl infolge 
P, wie infolge P, im »-fach unbestimmten System in die Gleichung 
einzusetzen. 

Die Aufgabe läßt sich indessen vereinfachen, und zwar ist es 
statthaft, die Kräfte P, am Grundsystem wirken zu lassen, d.h. die 
inneren Kräfte A. M; Q; am Grundsystem anzunehmen. Dies lehrt 
folgende Überlegung. Zu den Lasten P, gehören die von ihnen er- 
zeugten » Unbekannten X des statisch unbestimmten Systems. Die 
Angriffspunkte dieser Lasten können keine Verschiebungen erleiden; 
denn die Elastizitätsbedingungen zur Berechnung eines statisch un- 
bestimmten Systems besagen, daß die Verschiebungen der Angriffs- 
punkte der Unbekannten gleich Null sind. Vgl.$4, Gl. (13). Die 
Lasten X sind also für die Arbeitssumme Z’P,[ik.v] bedeutungslos, 
und es kann von ihnen abgesehen werden; demgemäß können sie 
auch bei den inneren Arbeiten unberücksichtigt bleiben, d.h. auch 


!) Die Gleichung 19a. die für statisch bestimmte Systeme hergeleitet 
wurde, darf ohne weiteres angewandt werden, denn man kann ein statisch un- 
bestimmtes System als ein statisch bestimmtes System (Grundsystem vgl. § 3) 
ansehen, an dem außer den gegebenen äußeren Lasten noch weitere Kräfte X 
wirken. Ob diese Größen X zunächst unbekannt sind, ist hierbei gleichgültig; 
man kann ja annehmen, daß sie nach den später zu behandelnden Methoden 
berechnet sind und als gegebene Werte zahlenmäßig vorliegen. 
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die inneren Kräfte A. M,, Q, sind ohne Berücksichtigung der Größen X, 
d.h. als Kräfte im an zu berechnen?) 

Nach dem Vorigen kann man somit die Arbeitsgleichung statt 
in der zuletzt angegebenen Form 19c auch wie folgt schreiben: 


3 s 
EP; [ik. BEE er Le. mut los Hrs oaa 


Das heißt: Bei Anwendung der Arbeitsgleichung auf 
statisch unbestimmte Systeme kann man die Kräfte des 
Belastungszustandes P, am Grundsystem wirkend annehmen 
und die entsprechenden inneren Kräfte N; M; als Kräfte 
im Grundsystem ermitteln. 

Hierbei wird man das Grundsystem, dessen Wahl (nach 

$ 3) in mannigfaltiger Weise erfolgen kann. zweckmäßig so 
wählen, daß die Rechnungen möglichst einfach werden. 
Auch braucht das Grundsystem, das bei der Berechnung 
der Unbekannten verwandt wurde, nicht dasselbe zu sein. 
an dem man P, angreifen läßt. 
“ Die Gleichung (19d) kann auch noch in einer etwas anderen 
Form geschrieben werden, die für das Folgende zweckmäßig ist. 
Man erhält, wenn man in Gleichung (19c) die Faktoren unter den 
Integralen vertauscht: 


d 2 i.r : į »d 
ZP;[ik.»] = f Se Zen le : Her Zu +o n% SS, 


Hierin kann man nach der durch nn (19d) ausgedrückten 
Regel die Werte Nr, AM Qr.» durch die Werte N,. M, Q, er- 
setzen. Alsdann erhält man, wenn man abermals die Faktoren 
vertauscht: 


Zr, Er lm, rg, . me 


Das heißt: In der Arbeitsgleichung für den Belastungs- 
zustand P und den Verschiebungszustand P, am vw- -fach 
unbestimmten System kann man auch den (inneren) Ver- 
schiebungszustand des Grundsystems in Rechnung setzen, 
wenn die (inneren) Kräfte des Belastungszustands P, im 
v-fach unbestimmten System genommen werden. 


Liegt ein Fachwerk vor, in dem nur Stabspannkräfte auftreten, 
so lauten die entsprechenden Gleichungen: 


1) Will man dieses Ergebnis im einzelnen herleiten, so schreibe man in 
Gl. (190) A, RK. d, nach dem Superpositionsgesetz als Funktionen der 
Überzäbligen X an und entwickele den Ausdruck. Man findet dann, daß alle 
Glieder mit einer Größe X als Faktor zu 0 werden und nur der auf der rechten 
Seite der Gl. (19d) angegebene Wert der inneren Arbeit übrig bleibt. — Diese 
Entwickelung ist im folgenden Abschnitt (y) dieses Kapitels näher dargestellt. 
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XP; [ik.r]= Së Tis, | 
\ . (191) 
bzw. zPlikr]— Sg SE l 


P) Temperaturänderungen als Ursache der Formände- 
rungen. Ändert sich die Temperatur eines statisch unbestimmten 
Systems, so daß Unbekannte X wirksam werden, so finden wir die 
Form der Arbeitsgleichung unter Beachtung der Gleichung (19e). Da- 
nach können wir den Verschiebungszustand. hier also die inneren 
Temperaturverschiebungen, des Grundsystems einsetzen. und es er- 
gibt sich: 


pi EE ds [Mr = ds. . (204) 


wo N;., und A, die Normalkräfte bzw. die Momente im »-fach un- 
bestimmten System infolge der Belastung P, bedeuten. 

Bei Fachwerken lautet die Gleichung: 

© P: [itr] = ES ets ..... (206) 

y) Widerlagerverschiebungen als Ursache der Form- 
änderungen. Verschieben sich die Widerlager eines statisch un- 
bestimmten Systems (s. Fig. 25). so daß Unbekannte X wirksam 
werden. so ändert das System — im Gegensatz zu dem in $5 (Ab- 
schnitt a. 7) betrachteten Fall eines statisch bestimmten Systems — 
nicht nur seine Lage, sondern auch seine Form. 

Die Lasten P, erzeugen Unbekannte X, i sn ag und es 
entstehen infolge dieser Gesamtbelastung Auflagerreaktionen Le, am 
v-fach unbestimmten System. Letztere sind zu den äußeren Lasten 
zu rechnen und leisten während der Verschiebung der Widerlager 
die Arbeit: 


te, Haal 
Gemäß unseren früheren Bezeichnungen (vgl. $ 4. ei bedeuten [!w.r] 
die zahlenmäßig gegebenen Verschiebungen der Auflagerpunkte L am 
unbestimmten System. 

Innere Kräfte-Momente M, Normalkräfte N, Querkräfte Q wer- 
den zunächst infolge der Belastung P, und der zugehörigen Gruppe 
von Lasten X, Auen X, ; erzeugt. Wir wollen der Einfachheit 
halber lediglich die Momente ins Auge fassen und diese mit M? 
bezeichnen. Dann gilt die Gleichung 


MÀ = M + ML, tut. AE, Lr 


Beim Verschiebungszustand infolge der Auflagerverschiebungen ent- 
stehen — im Gegensatz zu dem Fall des statisch bestimmten Systems 
— innere Verschiebungen. d. h. Verdrehungen der Querschnitte (Ap) 
usw. Diese rühren her von den Momenten (Normal- und Querkräften), 
die infolge der Unbekannten 3... Nas --- I. auftreten. d. h. in- 
folge der durch die Widerlagerbewegungen erzeugten Unbekannten. 
Wenn wir diese Momente mit M% bezeichnen, so gilt die Gleichung: 
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r 


KW M, Aa w M, Sy Sn Er AM, date? 
Die während des Verschiebungszustandes (Auflagerbewegungen) ge- 
leisteten inneren Arbeiten haben somit den Wert: 
S ds , Gg de +f a. Q" de 
IEN u eg rer 
Diese Arbeitsgröße hat aber den Wert Null und zwar wegen 
der Elastizitätsbedingungen (s. Gl. 13). Dies ist ohne weiteres zu er- 


kennen, wenn man für Um und MW — wir berücksichtigen nur 
die Momente — die vorhin angegebenen Werte einsetzt. Man erhält: 
[ar a ifu + Kë Kë = M, Ave E Water + Y, Xni E 
e ] = 
EI SHE SEE Gs 
S i , 2 ds 
— Xav ` (Mo "E W, Xai + AE M, I) M, EJ 
d 
+ Kun f Oh + A, Zur er + KO Xni) M, 57 
| l 19 ! 5 = ds 
an‘ (Mo a H Mp, Xp Ma FT 
Die Faktoren der Größen Xau An > Xna sind aber nichts anderes 
als die Verschiebungen der Punkte a, b, ..., n, d.h. der Angriffs- 


punkte der Überzähligen X, infolge der gegebenen äußeren Belastung 
P) Es sind also die Werte, die wir früher, entsprechend der 
äußeren Belastung P,,, mit [am.v], [bm.v], ..., [nm.v] bezeichneten. 
Diese Werte sind gemäß den Rlastizitätsbedingungen (Gl. 13) gleich 0. 
Also ist der gesamte Wert der inneren Arbeiten gleich 0. 

Somit bleiben in der Arbeitsgleichung nur die Arbeiten der 
äußeren Kräfte, d.h. der Lasten P, und der zugehörigen Auflager- 
drücke Li., übrig. Daß die Lasten X, p X, ---, an die auch zu 
P, gehören, keine Arbeit leisten können, da sich ihre Angriffspunkte 
nicht verschieben (Elastizitätsbedingungen), bedarf keiner Erwähnung. 

Es ergibt sich also: 


- _*) Erläuterung: Die Klammerwerte unter den Integralen stellen nämlich 
die Momente im »v-fach statisch unbestimmten System ınfolge der gegebenen 
äußeren Belastung P; dar, sind also mit Mi.» zu bezeichnen. Demnach würde 
man z. B. für den ersten Integralwert schreiben können: 
Mi Ma S. 

Dieser Wert stellt die Verschiebung [ai.v] dar, d.h. die Verschiebung des 
Angriffspunktes a von X, infolge der Belastung P; am v-fach statisch unbe- 
stimmten System. 

Daß dem so ist, läßt sich aus der Arbeitsgleichung ableiten, indem man 
für YP; (oder © P,) eine Einzellast 1 setzt. Die diesbezüglichen näheren Aus- 
führungen sind im nächstfolgendem Abschnitt $ 7 gegeben. Gl. (27) ergibt 
direkt den vorstehenden Ausdruck als Einzelverschiebung. 
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ZP,liw.r] — SZ Le, Hans 

oder EPliwre]=— E L: [lwr] ... . (21a) 

Hiernach erscheinen auf der rechten Seite der Gleichung ledig- 
lich die Auflagerreaktionen des v-fach unbestimmten Systems infolge 
der Belastung D Die Werte [!w.r] sind gemäß unseren früheren 
Bezeichnungen (vgl. § 4, Abschn. e) die zahlenmäßig gegebenen Ver- 
schiebungen der Auflagerpunkte ! am unbestimmten System. 

c) Sätze von Betti und Maxwell. Die Gleichung (19c) lautet: 


Ngada Q 
ZE [ik.»] = fx, r E E D Ee, = -fa E N 


Vertauscht man in den Produkten der nn auf der rechten 
Heite die Faktoren mit dem Index ¿ und E. so entsteht der Ausdruck: 


z Mu Ferde ur ds 
342. je. Buer, 
Dieser Wert ist aber gleich der Summe der äußeren Arbeiten: 
ZP, [ki.v]. 

Denn soll dieser letztere Summenwert mit Hilfe der Arbeits- 
gleichung durch die inneren Arbeiten dargestellt werden, so ergibt 
sich der vorhergehende Ausdruck. — Aus alledem folgt die Gleichung- 

EP:[ekvo]l= EP, [kir]... . . . (23) 
(Satz von Betti). 

Denn die beiden Summen sind gleich den nämlichen Ausdrücken 
für die inneren Arbeiten, da in letzteren nur die Faktoren vertauscht 
worden sind. — 

Von besonderer Wichtigkeit für die praktische Anwendung ist 


eine Ableitung aus dem Bettischen Satz. 
Setzt man P, und P, gleich 1, so wird 


[ik.r]= [kir], .... . . . (23a) 
und für das statisch bestimmte System: 
ll - - 2... . (23b) 


(Satz von Maxwell). 


Um die Bedeutung dieser Glei- 
chung zu erläutern, betrachten wir 
die beiden Fig. 36a und 36b. 

Ist das System mit P,=1, 
belastet, so verschiebt sich der > 
Punkt ¿j in bestimmter zugehöriger 
Richtung iå um ein Stück [ik] 
(Fig. 36a). — Ist das andere Mal 
das System belastet mit P,=1 
in der genannten Richtung, so ver- 
schiebt sich der Punkt k in Rich- 


ikh 
Ba 
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tung der vorgenannten Last P, um ein Stück [ki] (Fig. 36b). Dann 
ist dieser Wert [ki] gleich der vorhin gefundenen Verschiebung [ik]. 
Dieser Satz wird im “folgenden von Wichtigkeit). (Vgl. insbesondere § T 
und § 8.) 


1) Es soll im folgenden noch eine allgemeine Darstellung der vor- 
stehenden Sätze und Gleichungen angegeben werden. — Bei der Arbeitsglei- 
chung war nur vorausgesetzt, daß P; (ebenso wie Py) ein im Gleichgewicht 
befindlicher Belastungszustand ist. Die in den Punkten / angreifenden Einzel- 
lasten P; brauchen daher nicht am gegebenen »-fach statisch unbestimmten 
System zu wirken, sondern können an irgendeinem Grundsystem oder Haupt- 
system angreifen, d. h. der Grad (ui der Unbestimmtheit des mit P; belasteten 
Systems kann alle Werte von 0 bis » annehmen. Dies folgt daraus, daß man 
der Lastengruppe P, jede andere beliebige Lastengruppe P; zufügen kann, falls 
letztere nur keine Arbeit leistet, d. h. falls die Verschiebungen der Angriffs- 
punkte der zugefügten Lasten P/ gleich Null sind. Eine solche Lastengruppe 
sind aber die Unbekannten A. da die vorgenannte Bedingung wegen der 
Blastizitätsbedingungen erfüllt ist. Darum ist der Grad der Unbestimmtheit 
des Systems, an dem P; wirkt, gleichgültig. Um dies in obiger Gleichung zu 
kennzeichnen, schreiben wir Pi „ statt P;, wirkend am »-fach statisch unbe- 
stimmten Hauptsystem, und dementsprechend für die inneren Kräfte AN, 
Mi u, @i.«, denen die Werte An, Mr, Qk.» im gegebenen »-fach statisch 
unbestimmten System gegenüberstehen. Wır schreiben demnach die obige 
Gleichung, die Arbeitsgleichung, wie folgt: 


pb Ni. erde SE e) Jo pa BEE EP iku 


Ju, De Ho D DÉI u ge ,  w w Ü 


denn statt « kann Bag eine andere Bed o eingesetzt werden. 

Wir betrachten insbesondere zwei Spezialfälle dieser allgemeinsten Form 
der Gleichung. 

al u). 

In dem Falle, wo «U ist, wirkt P, an einem Grundsystem; obige 
Gleichung nimmt die Form an: 


XP; (ik. SE Zeie Ju ge. geb 


Diese Form der Gleichung ist zweckmäßig, um sie zur Berech- 
nung von Verschiebungen zu benutzen (vgl. die folgenden Ausführungen 
in $ 7). Setzt man nämlich für P; lediglich eine Last 1 in Richtung der ge- 
suchten Verschiebung voraus, so ergibt sıch: 


nl ee Au 3 ir Ak, Sec "TI. on 


EJ 
b) a=r. 
In dem Falle, wo u =v ist, wirkt P; am gegebenen »-fach statisch unbe- 
stimmten System. Die Gleichung (I) nimmt die Form an: 
gei, aa + Nr As d Di 
Zë, Dall erde Hl, DS a, Bee? 


oder mit Vertauschung der Faktoren auf der rechten Seite: 


*) Hier erscheint eine Verschiebung ik als Summenausdruck, der sich 
über alle Elemente ds der Systemachse erstreckt. Es ist in der Fehlertheorie 
üblich, eine solche Summenbildung durch das Zeichen [] auszudrücken, was zur 
Erklär ung für die Einführung dieser Bezeichnung hier angeführt sei. 


x 6. Die wirkliche Formänderungsarbeit. 4 


ww 


$6. Die wirkliche Formänderungsarbeit. 
Die Castigliano’schen Lehrsätze. 


a) Das in $5 behandelte sogenannte Prinzip der virtuellen 
Arbeiten ergab die Gleichheit zwischen der Arbeit der äußeren Kräfte 
und der (virtuellen) Formänderungsarbeit, d.h. der von den inneren 
Kräften (Momenten. Normalkräften. Querkräften; während der De- 
formation des Systems geleisteten Arbeiten. Dabei war ein von den 
äußeren Kräften P, (Belastungszustand) unabhängiger Verschiebungs- 
zustand (P,) angenommen. d. h. die Formänderungen rührten her von 
einer Belastung P,. die mit der Kräftegruppe P, nichts gemein 
zu haben brauchte. Von den äußeren Kräften P, und ebenso von 


Pi.» ikr SEN Ger? Jan, dës T 


EF EJ " GF 


D 


SE EEN 13-10... ns FE Dis Ein, 
Also ergibt sich: j 
2 Pr kaye Prv'ki.r. 
Mit Rücksicht auf Gleichung ‚Iı kann man auch schreiben: 
ZPS kr =S Pulbar = ZP a bin = I Prrijkir,. . UU 
(Satz von Betti). 
Hier kann « alle Werte von Ô bis r annehmen. Also gilt auch (mit u = 0} 
die Gleichung: 
SP IR = 3 Pr kir, e us 8 Re 8 la 
Wirkt insbesondere nur eine Einzellast Pi.„=1 in Richtung der Ver- 
schiebung eines Punktes 2. so wird: 
ner —=SPrulkir. 2... 0.0... UDO 
d. h. die Verschiebung eines Punktes i infolge einer Lastengruppe Py; am »-fach 
statisch unbestimmten System ist gleich der Summe der virtuellen Arbeiten 
aus den Einzellasten Py und den Wegen [ki.r! ihrer Angriffspunkte k, d. h. den 
Verschiebungen der Punkte k infolge P;=1 am r-fach statisch unbestimmten 
System. — 
Sind insbesondere die Einzellasten der Gruppe Py alle gleich 1, so nimmt 
die Gleichung (IIb) mit u =U und umgekehrt gelesen die Form an: 
SEHEN: sun ame e ew e Dei 
d. h. die Summe der Verschiebungen einer Reihe von Punkten E (in bestimmten 
Richtungen Ei eines r-fach statisch unbestimmten Systems infolge einer Einzel- 
last P;—=1 ist gleich der Verschiebung des Angrifispunktes ö von P; infolge 
der Lastengruppe P= 1, d.h. einer Gruppe von Lasten 1 in den Punkten k 
(in den bestimmten Richtungen Ei des r-fach statisch unbestimmten Systems. 
(Diese Gleichung [IIc] läßt sich zur Aufstellung von Rechenproben verwen- 
den. $ 20.) 
Besteht die Lastengruppe P, nur aus einer Einzellast 1, so nimmt die 
Gleichung (II) die Form an: 
li.u ER. = 12.0 ikir, 
wo u und o beliebige Werte von U bis » annehmen können. Insbesondere wird 
mit u =Q: 
IER. gi ss [Eoi], a a a ei a e e Ai a (Ild) 
d. h. die Verschiebung eines Punktes i eines »-fach statisch unbestimmten 
Systems in Richtung + infolge einer Last P,—=1 in k ist gleich der Ver- 
schiebung des Punktes k des »-fach statisch unbestimmten Systems in Rich- 
tung von Py infolge von P;=1. (Maxwellscher Satz.) 
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den ihnen entsprechenden inneren Kräften (M,, N,,Q,) war ange- 
nommen worden, daß sie während des Verschiebungszustandes mit 
ihrer ganzen Größe wirken, nicht also allmählich auf den Endwert 
anwachsen sollten. Die Arbeiten wurden als „virtuelle“ (gedachte) 
bezeichnet. — 

Wir betrachten jetzt die sogenannte „wirkliche“ Formänderungs- 
arbeit, d. h. jene Arbeit. welche die Kräfte P, bzw. die ihnen ent- 
sprechenden inneren Kräfte (M,, N, Q,) während des von eben diesen 
Kräften (P, bzw. M, N,» Q,) erzeugten Verschiebungszustandes leisten. 
Es kommen also jetzt nur mehr äußere Verschiebungen [kk] und 
innere Ada, dë Ih, in Frage, wo [kk] die Verschiebung des An- 
griffspunktes % einer Last P, infolge der Lastengruppe P, darstellt. 
Von Temperaturänderungen und Verschiebungen der Widerlager soll 
abgesehen werden. Entsprechend den tatsächlichen Verhältnissen ist 
dabei zu berücksichtigen, daß die Kräfte ebenso wie die Verschie- 
bungen von O auf ihren Endwert anwachsen. Hierbei nehmen wir, 
wie in allen sonstigen Fällen, das Hooke’sche Gesetz an, setzen also 
lineare Beziehungen zwischen Kräften und Formänderungen voraus. 

Die Arbeit, die etwa von einer Last 

- P, auf dem Wege [kk] (oder z. B. von M, 

T auf dem Wege Jo.) geleistet wird, stellt 

sich graphisch als ein Dreieck dar (Fig. 37); 

fk denn zu den einzelnen Zeitpunkten wäh- 

Bag | rend des Weges [kk] ist ein linear ver- 

f cl änderlicher Wert ®, der Kraft P wirksam. 

EE Der Inhalt des Dreiecks stellt die Gesamt- 
Fig. 37. arbeit dar, und diese hat den Wert: 


AA, [kk]. 


Ganz Entsprechendes gilt für die inneren Arbeiten; die innere 
Arbeit eines Momentes M, wäre z.B. 3M,-Ar,. Setzen wir die 
inneren und äußeren Arbeiten einander gleich, so erhalten wir die 
Gleichung: 


ZZP [kk] =S M, IQ, HSN, Aa + SAh, 


wo die Summe (X) sich über die Arbeiten aller Lasten der Be- 
lastungsgruppe P, erstreckt. Der auf der rechten Seite der Gleichung 
stehende Ausdruck stellt die Arbeit der inneren Kräfte dar und wird 
als die wirkliche Formänderungsarbeit (4) bezeichnet. Drückt man 
noch die inneren Verschiebungen 14Q,, Ads,, Jh, durch die inneren 
Kräfte (M,, Np. Q,) aus (s. Gl. 4, 5, 6), so erhält man: 


1 ads 1 o ds 1 ə ds 
EREM on ` 9 


In dieser Form würde der Ausdruck für statisch bestimmte Systeme 
gelten. 

Für das v-fach statisch unbestimmte System wäre mit den früheren 
Bezeichnungen zu schreiben: 
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=i ui + SE v Sch R -if TEA (24a) 

b) An diesen Begriff der wirklichen Formänderungsarbeit knüpfen 
die Castigliano’schen Lehrsätze an. 

Wir werden sehen, daß diese Lehrsätze zu Ergebnissen führen. 
die wir früher bereits auf anderem Wege fanden. Wir beschränken 
hier die Ausführungen auf das Notwendigste. 

Der erste dieser Sätze ist der Satz von der Abgeleiteten 
der Formänderungsarbeit. — Es bezeichne P, eine der Lasten 
aus der Lastengruppe D. und zwar greife sie an im Punkte i. Stellt 
man die Werte N,, M, Q, als Funktionen von P, dar, so ist z. B. 
das Moment 

M,=M-M,P 
wo M den Einfluß (Moment) aller Lasten der Gruppe P,— außer P. — 
und M, das Moment infolge P,=1 bedeutet (Superpositionsgesetz). 
Entsprechende Formen gelten für N, und Q,. Differentiiert man 
nun den Wert A nach P. so ist bekanntlich unter den Integralen 
zu differentiieren. Da nun z.B. 


2 fe 3M, 
op, z Sp, 


u (que, eo) 


wo also SE GE Q; für den Wert Sg gelten. — Entsprechend 
würde man durch Differentiation von Gleichung (24a) für das statisch 
unbestimmte System erhalten: 


|, de Als Ze SE +[o Se Sei? . . (25a) 


Dies sind aber die gleichen Ausdrücke, die wir für eine Ver- 
schiebung [ik] bzw. [ik.v] aus der früheren Gleichung (19d) finden, 
wenn wir annehmen. daß die dort vorkommende Lastengruppe P. 
nur aus einer einzigen Last P, besteht, die den 1 hat. Man 
vergleiche auch die nachstehenden Ausführungen in $ 7, insbesondere 
Gleichung (27) und (28). Man erhält also den Satz: 
cb bzw. [ikv], . . . . . . (25b) 

d. b. die Verschiebung [ik] des Punktes i in der Richtung 
von P; ist gleich der partiellen Ableitung der Formände- 
rungsarbeit nach dieser Last P. 

NB. Sucht man die Verschiebung eines Punktes i, in dem keine 
Kraft P, angreift, so denke man sich eine solche Last P ini wirken 
und führe wie vorhin die Differentiation durch. Man erhält die vor- 
stehenden Ausdrücke, in denen dann naturgemäß bei den Werten M, 


—2M,M, 


ist, so + man: 
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bzw. M;., der Wert P, nicht zu berücksichtigen. sondern gleich Null 
anzunehmen ist. — 

Der zweite Satz von Castigliano, nämlich der Satz vom 
Minimum der Formänderungsarbeit, kann als eine Anwendung 
des ersten Satzes auf statisch unbestimmte Systeme aufgefaßt werden. 
Da nämlich gemäß den Elastizitätsbedingungen (s. Gl. 13) die Ver- 
schiebungen der Angrifispunkte der Unbekannten X, eines unbestimm- 
ten Systems gleich Null sind, so gilt die Gleichung 

: e4 
Bes sf, 
Diese Gleichung 
bA 
EK 
drückt die notwendige Bedingung dafür aus, daß 4 ein Minimum 
(oder Maximum) wird. Daß 4 in der Tat ein Minimum sein muß, 
zeigt der zweite Differentialquotient 
A _ ölik] 
2P; Së" 
Nimmt nämlich P, zu, so muß auch die Verschiebung [ik] in Rich- 
tung von P, zunehmen (s. Gl. 27). Also haben Zähler und Nenner 
des zweiten Differentialquotienten das gleiche Vorzeichen, d. h. dieser 
Quotient ist positiv (Bedingung für ein Minimum). 

Der Satz wird gewöhnlich in der Form ausgesprochen: 

DieÜberzähligen X eines statischunbestimmten Systems 
nehmen solche Werte an, daß die Formänderungsarbeit zu 
einem Minimum wird. 

Im Grunde genommen drückt dieser Satz die aus der Natur der 
statisch unbestimmten Systeme folgende Bedingung aus, daß die Ver- 
schiebungen der Angriffspunkte der überzähligen Größen X = 0 sind.*) 


O =y asmaya a 0) 


$7. Anwendung der Arbeitsgleichung. Berechnung von 
Verschiebungen. 


a) Allgemeine Gleichungen zur Berechnung von Verschiebungen. 
Zahlenbeispiel. 

1. Es sei ein durch eine Lastengruppe P, belastetes System ge- 
geben; zu untersuchen sind die Verschiebungen einzelner Systempunkte i. 

Hierzu wird die Arbeitsgleichung benutzt. Zunächst ist zu be- 
achten, daß weder die Richtung noch die Größe der gesuchten Ver- 
schiebung bekannt ist. Um beide Werte zu bestimmen, bedarf es der 
Berechnung zweier Komponenten der Verschiebung, und zwar der 
beiden Komponenten nach zwei beliebigen Richtungen. Aus diesen 


1) Zu § 5 und 6 vergleiche: Müller-Breslau, Graphische Statik der Bau- 
konstruktionen. IV. Auflage. Bd. II, 1. Abt., S. 1—56. Neuere Methoden der 
Festigkeitslehre. 4. Auflage. S. 80—97. Föppl, Vorlesungen über technische 
Mechanik. Bd. III. Vierter Abschnitt. 
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beiden Komponenten ist die Verschiebung zusammenzusetzen. Die 
folgenden Untersuchungen befassen sich stets nur mit der Berechnung 
einer Verschiebung in bestimmter (gewählter oder gegebener) Richtung. 
Für viele Aufgaben genügt die Kenntnis einer solchen Verschiebungs- 
komponente, insbesondere die Verschiebung in vertikaler Richtung 
(Durchbiegung). 

Um die Verschiebung eines Punk- 
tes į in bestimmter zugehöriger Rich- 
tung i zu bestimmen (Fig. 38b), den- 
ken wir uns in ¿in Richtung der ge- 
suchten Verschiebung eine Last 1 wir- 
ken (etwa 1 t)*). Für diesen Belastungs- 
zustand P, = 1 und den Verschiebungs- 
zustand P, (Fig. 38a) wird die Arbeits- 
gleichung angewandt (Gl. 19c). Die 
linke Seite enthält nur ein Glied, da 
nur eine Last P, wirkt, und diese Fig. 38b. 

Last ist gleich 1. Verschiebungen in 
Richtung der Auflagerkräfte seien vornächst ausgeschlossen. Also er- 
hält man bei einem »v-fach statisch unbestimmten System: 


1-[ir. GÉIE Zë? ls Er tjoe er] 


bzw. 


iik] | mE E Lei orl (27) 


EF 


1) Handelt es sich nicht um eine Punktverschiebung, sondern um 
eine Verdrehung Ai einer Geraden aus ihrer ursprünglichen Lage in eine 
andere (Fig. 39a), so ist die Belastung P;—1 
in Richtung dieser Verschiebung (Drehung) ein 
Moment, d. h. ein Kräftepaar 1 (etwa 1 mt). 
Denn bei einer Drehung leisten nur Drehmo- 
mente Arbeit. — Dieses Moment 1 kann man 
sich als ein Kräftepaar denken, welches aus 
zwei entgegengesetzt gleichen Einzelkräften 


s im Abstande s besteht. (Kraft >< Abstand 


der beiden Kräfte ist gleich dem Moment eines 
Kräftepaares für jeden Punkt der Ebene) — Fig. 39a. 
Später wird insbesondere auch die Win- 
keländerung 4% eines Winkels 9 zu untersuchen 
sein, wenn dessen Schenk:l ihre Lage verändern. 
Wie Fig. 39b zeigt, ist 
BU Eé 

d. h. gleich der Summe der Einzeldrehungen Ai und 
%’ der beiden Schenkel. Somit ist das, was vorhin 
für die einzelne Gerade angegeben wurde, jetzt auf 
jeden der beiden Schenkel des Winkels # anzuwen- 
den, d.h. jeder Schenkel ist mit je einem Kräfte- 
paar 1 zu belasten. 
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Der gesuchte Wert [?k.r] ergibt sich demnach als Summenausdruck. 
Im Falle eines Fachwerks erhält man 


EE a. 


Beim statisch bestimmten Deeg lauten die Gleichungen 


ent. 264 Mds | ZE Nals ; Ton eds we 


(27a) 


bzw. 
z: S 


lik] =S Ss: 


Diese Gleichungen (2 Al und (28) ergeben folgende Regel zur Be- 
rechnung von Verschiebungen infolge einer äußeren Be- 
lastung P, (vgl. die unten angegebene Vorzeichenregel): 

a) Für biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung 
[ök.v] eines Punktes / eines v-fach unbestimmten Systems 
infolge einer Belastung P, zu bestimmen, sind zunächst die inneren 
Kräfte A, Mr », Hr also die Normalkräfte, Momente und Quer- 
kräfte dieses Systems infolge P, zu bestimmen'), derart, daß man 
an jeder Stelle der Systemachse (bzw. für jedes Element dieser Achse) 
die daselbst wirkenden Momente M, Normalkräfte N und Quer- 
kräfte Q angeben kann. — Zweitens ist das System für eine Last 
P;=1 in Richtung der gesuchten Verschiebung zu untersuchen. 
d.h. es sind für diese Last P;—=1 die Momente A. Normalkräfte N, 
und Querkräfte Q, zu berechnen. — Hierbei genügt es, im Falle 
eines statisch unbestimmten Systems, die Werte A. N,. Q, im 
Grundsystem zu bestimmen. Handelt es sich um die Verschiebung [ik] 
eines statisch bestimmten Sys’ems, so sind naturgemäß auch die 
Kräfte N,, M, Q, dieses Systems zu verwenden [s. Gl. (28)]. 

Hierauf sind die durch die Gleichungen (27) und (28) gegebenen 
Summenausdrücke (Integrale) auszuwerten; sind die Querschnitte (Werte 
F und J) nicht konstant, so muß die Integration in einzelnen Teilen 
vorgenommen werden, und zwar für jene Teile, in denen die Quer- 
schnitte konstant bleiben. 

Ist die Bogenachse nicht gerade oder nicht nach einer mathe- 
matischen Linie gekrümmt, so daß sich die Integrale nicht in ge- 
schlossenen Ausdrücken darstellen lassen, so teile man die Achse in 
einzelne Elemente ds von endlicher Länge (z. B.'/, oder 1 m) auf, 
bilde für jedes dieser Elemente die in den Gleichungen vorkommen- 


. (28a) 


den Produkte, z.B. M,—*--, und summiere schließlich alle diese 


Produkte. Die Summe liefert den gesuchten Wert [ik] bzw. [ik.»]. 
f) Für Fachwerke. Handelt es sich um die Verschiebungen 
[ik.»] eines »-fach statisch unbestimmten Fachwerks, so daß nur 


1) Hierzu bedarf es natürlich der vorherigen Bestimmung der » Unbe- 
kannten X. Die Regeln hierfür werden im Abschnitt III angegeben. 
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Stabkräfte S auftreten, so berechnet man zunächst die Spannkräfte 
Sk.» im gegebenen. unbestimmten System sowie die Spannkräfte S, 
im Grundsystem infolge einer Last ?,=1 in Richtung der gesuchten Ver- 
schiebung. Dann bilde man die durch die Gleichung (27 ai bzw. (23 ai ge- 
gebenen Produkte für jeden Stab s des Fachwerks, wobei jedem Stab von 
der Länge s und dem Querschnitt F ein solches Produkt $, SC ent- 
spricht. Die Summe all dieser Produkte ergibt die gesuchte Ver- 
schiebung. — Bei statisch bestimmten Fachwerken sind sowohl die 
Spannkräfte S, wie S; im gegebenen System zu untersuchen. 

2. Handelt es sich um den Einfluß von Temperaturände- 
rungen, so ergeben sich die Werte der Verschiebungen aus Glei- 
chung (20d) und (20e), indem man im Punkte in Richtung der ge- 
suchten Verschiebung eine Last ?,—=1 annimmt. Man erhält als- 
dann (s. Gl. 20d) als Wert der Verschiebung beim v-fach sta- 
tisch unbestimmten System für biegungsfeste Systeme: 


[ö2.v] =| Net ds Hfi as . - . 9) 
Für das Fachwerk gilt: 


[it.r] Beet, . . . (30) 

Beim statisch bestimmten System lauten die entsprechen- 
den Gleichungen für biegungsfeste Systeme: 

(ei -— [Verds + [are Has. . . . (29a) 
für Fachwerke: 
Lë, Beie e l o a (80a) 

Die Gleichungen (29) und (30) ergeben folgende Regel zur Be- 
rechnung von Verschiebungen infolge von Temperatur- 
änderungen: ` 

«) Für biegungsfeste Stabwerke. Um eine Verschiebung 
[it.v] eines Punktes i eines »-fach statisch unbestimmten Systems 
bei Temperaturänderungen zu berechnen, sind die inneren Kräfte M;i.» 
und N; infolge P,=1 am v-fach statisch unbestimmten System 
zu bestimmen. Hiernach sind die durch Gleichung 29 bzw. 29a ge- 
gebenen Summenausdrücke ohne weiteres auszumitteln. Einer Be- 
rechnung der Unbekannten X des Systems infolge der Temperatur- 
änderung bedarf es also nicht. Beim statisch bestimmten System 
treten an Stelle der Werte M,, und N, die inneren Kräfte N, und 
M, infolge P, = 1 am statisch bestimmten System. 

f) Für Fachwerke. Bei Fachwerken treten als innere Kräfte 
die Stabspannkräfte S,;, im gegebenen »-fach statisch unbestimmten 
System infolge D —=1 auf. Für jeden Stab s ist dessen Spannkraft 
Si.» mit der Längenänderung des Stabes infolge der (gleichmäßigen) 


Vorzeichen. a) Die Last P;= 1 ist in Richtung der gesuchten Ver- 
schiebung anzunehmen. Wie man den positiven Sinn dieser Richtung 
annimmt, ist gleichgültig. Denn wenn sich beim Resultat [ik.r] der oben an- 
gegebenen Rechnung ein positives Vorzeichen ergibt, so erfolgt die Verschie- 

Pirlet, Statik. IL 1. 4 
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Temperaturänderung um (7 (Werte eis) zu multiplizieren. Diese für 
alle Stäbe zu bildenden Produkte sind zu addieren. 
Beim statisch bestimmten System ist ebenso zu verfahren; nur treten 
die Stabkräfte S, (statt S; A im gegebenen System infolge P,—=1 auf. 
3. Ist die Verschiebung eines Systempunktes ¿ im Falle von 
Widerlagerverschiebungen zu berechnen, so erhält man nach 
Gl. (21a) bzw. (21b) mit P,= 1 die folgenden Ausdrücke: 
Beim v-fach statisch unbestimmten System gilt für bie- 
gungsfeste Systeme wie für Fachwerke die Gleichung: 
[iw.r] =— E L: [lwr] ..... GU 
Beim statisch bestimmten System lautet die entsprechende 
Gleichung für biegungsfeste Systeme wie für Fachwerke: 
[iw]=— SL ħ[tw]..... . (la) 
bung in der als positiv angenommenen Richtung der Last P;—=1; bei nega- 


tivem Vorzeichen des Resultats ist es umgekehrt. 
b) Bei manchen Aufgaben erfordert die Wahl der Vorzeichen für die 


Momente M; und My in dem Summenausdruck | Mi u einer Verschiebung 


ik] besondere Festsetzungen. Hierfür scheint es zweckmäßig, die Vorzeichen 
der Momente M; und M, nach Maßgabe der Verbiegungen festzulegen, welche 
der jeweils in Frage stehende Systemteil infolge der Belastungen P; bzw. Py 
(d. h. der Ursache von M; bzw. M) erfährt. Verbiegt sich ein Systemteil in- 
folge von P; und Py in gleichem Sinne, so ist den Momenten M; und Mp das 
gleiche Vorzeichen zu geben; ob dieses nun positiv oder negativ gewählt wird, 
ist dabei gleichgültig. Umgekehrt müssen die Vorzeichen von M; und My ent- 
gegengesetzt sein, wenn P; und Py den Systemteil im entgegengesetzten Sinne 
verbiegen. Die Art der Verbiegung des Systems, die durchweg leicht zu über- 
sehen ist, zeichnet man zweckmäßig in die Figur ein. 


Zi 


Fig. 40a bis c. 


In dem durch Fig.40 dargestellten Fall wäre M; und MWy’ (infolge P’) für 
den vertikaien Ständer mit gleichen Vorzeichen einzuführen (für den horizon- 
talen Riegel ist My — 01. 

Dagegen müßte M,” (infolge P}”) sowohl für den Ständer wie für den 
horizontalen Riegel das umgekehrte Vorzeichen von M; erhalten, da die Ver- 
biegung infolge des Drehmomentes DI und die infolge P; im entgegengesetzten 
Sinne erfolgt. Dabei ist es ohne Bedeutung, ob man die Verbiegung von 
Ständer und Riegel nach Fig. 40a als positiv oder negativ bezeichnet. 

Bei dieser Art der Festsetzung der Vorzeichen muß das Vorzeichen der 


Arbeitsgrößen M, M, 45 = M;Ao, zutreffend sein, da ein Arbeitswert positiv 


ist, wenn der Weg (dg) im Sinne der Kraft M; erfolgt und umgekehit. — 
(Eine Erläuterung der Frage der Vorzeichen gibt auch das in $ 8d behandelte 
Beispiel einer Dreigelenkbogenkette.) 
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Die Gleichungen (31) ergeben folgende Regel zur Berechnung 
von Verschiebungen der Systempunkte ¿ für den Fall, daß 
sich lediglich die Widerlager eines statisch unbestimmten 
Systems verschieben. 

Man berechne die Widerlagerkräfte L; , infolge P,—=1 am v- 
fach statisch unbestimmten System und multipliziere eine jede Kraft 
Li mit der gegebenen (geschätzten) Verschiebung ihres Angriffs- 
punktes in (positiver) Richtung dieser Kraft L;,. Die Summe 


Näherungsrechnungen. Es sei schon hier darauf hingewiesen, daß 
in manchen (nicht allen) Fällen bei der Berechnung statisch unbestimmter 
Systeme für den praktischen Gebrauch Vereinfachungen bei der Bestimmung 
der Verschiebungen gestattet sind *). 

Bei biegungsfesten Stabwerken wird vielfach der Beitrag der Nor- 
mal- und Querkräfte vernachlässigt, weil dieser im Vergleich zum Beitrag der 
Momente gering ist. Vom Einfluß der Querkräfte wird fast stets, vom Beitrag 
der Normalkräfte in vielen Fällen abgesehen. Man erhält dann die verein- 
fachten Gleichungen (Näherungsgleichungen) 


ir [a Mrd 
bzw. beim statisch bestimmten System: 


A M; ds 
kj == ~ f M; EJ ` 
Bei Fachwerken vernachlässigt man mitunter in den Gleichungen (27a) 
und (28a) den Beitrag, den die Füllungsstäbe zu den Summenausdrücken liefern, und 
berücksichtigt lediglich die Formänderungen der Gurtungen. Indie Gleichungen: 


x TR a Ca Dr 

[?k.»] = PH: EF bzw. ik= NS 5 

würden dann nur die Gurtstäbe (Länge s und Querschnitt F), deren Spann- 
kräfte S; und Gr sind, eingehen. 

Bei diesen Vereinfachungen der Rechnung würde es demnach für die 
Untersuchung biegungsfester Stabwerke genügen, zwei Momentenflächen (M;- 
und M,-Fläche) zu bestimmen, da deren Ordinaten die erforderlichen Größen 
(M; und My) an jeder Stelle der Systemachse zu entnehmen gestatten. — Bei 
Fachwerken brauchen nicht die vollständigen Kräftepläne (Spannkräfte S; und 
Sz) gezeichnet zu werden, sondern es genügt die Bestimmung der Spanukräfte 
in den Gurtungen; dies erfolgt im allgemeinen am einfachsten durch Rechnung 
aus den Knotenpunktsmomenten (Ritterscher Schnitt usw.). 

Auch bezüglich der Querschnittsannahmen gestattet man sich häufig 
vereinfachende Annahmen. In vielen Eällen, wie z. B. bei der ersten Berech- 
nung eines statisch unbestimmten Systems, ist dies durchweg gar nicht zu ver- 
meiden. Denn in den Ausdrücken für die Verschiebungen (s. die vorstehenden 
Gleichungen) kommen die Trägheitsmomente J und die Querschnitte F vor; 
diese sollen aber erst durch die Berechnung gefunden werden, sind also vor- 
nächst nicht bekannt. — In derartigen Fällen nimmt man für die Größen J 
und F geeignet erscheinende Werte schätzungsweise an. Hierbei gewinnt man 
häufig einen Anhalt an bereits ausgeführten ähnlichen Bauwerken. Ist dies 
nieht möglich, so macht man meist die Annahme, daß alle Querschnitte kon- 
stant und gleich sind, und führt auf dieser Grundlage die erste Berechnung 
durch. Weichen die Ergebnisse wesentlich von der Annahme ab, so rechnet 
man die Aufgabe ein zweites Mal mit den auf Grund der ersten Rechnung 
verbesserten Werten J und F. Eine dritte Rechnung kann notwendig werden, 
ist aber meist entbehrlich. 


*) Eine Begründung hierzu wird in dem Kapitel über Fehlerwirkungen 
gegeben (vgl. S 20). 
4* 
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dieser Produkte, ausgedehnt über alle Widerlager, ergibt — negativ 
genommen — die gesuchte Verschiebung (Zo a! des Punktes i. 

Es bedarf also lediglich der Berechnung der Auflagerkräfte des un- 
bestimmten Systems für die Belastung P,—=1; die Unbekannten X in- 
folge der Widerlagerverschiebungen brauchen nicht berechnet zu werden. 

Beim statisch bestimmten System ist in gleicher Weise zu ver- 
fahren; nur sind naturgemäß die Auflagerkräfte L, am gegebenen 
System einzusetzen. 

Diese Regel gilt für biegungsfeste Systeme wie für Fachwerke. 
(Ein Zahlenbeispiel findet sich in $ 13.) 

Zahlenbeispiele. (Verschiebungen von Punkten statisch bestimmter 
Systeme 1).) 

1. Der in Fig. 41 dargestellte Balken von 8 m Spannweite, be- 
stehend aus einem Normalprofil 155 mit einem Trägheitsmoment von 
rd. 99000 cm* um die Biegungsachse, sei in der Mitte mit 15 t þe- 

P=45t lastet. Gesucht sei die Durchbiegung 
in Balkenmitte. 

Das System ist ein statisch be- 
stimmter.biegungsfesterBalken ; folglich 
ist die Verschiebung nach Gl. (28) zu 
berechnen. Normalkräfte treten nicht 
auf, sondern nur Momente und Quer- 
kräfte. Letztere werden vernachlässigt, 
und deshalb gilt die Gleichung: 


ds 


| pe Ak, 7% e ek EJ ` 
Die Belastung P, ist hier die Last P 


l in Balkenmitte. Die Belastung P; = 1 
| in Richtung der gesuchten Verschie- 
| Fig. 41e. | bung ist die in Fig. (41b) angegebene 


Last 1t. — Zunächst sind für diese 
DC ET! beiden Belastungen die Momenten- 
l ! flächen zu ermitteln (Werte M, und 


= 


Fig. 41. M); es sind dies Dreiecke mit den in 
Fig.(41 a)und(41 cc) angegebenen Höhen 


pi bzw. SA Aus diesen Momentenflächen sind die Werte M, und 


M, an jeder Stelle des Balkens zu entnehmen. Es ist im Abstand 
x vom linken Auflager für die linke Balkenhäfte: 


1) Verschiebungen von Punkten statisch unbestimmter Systeme können 
erst dann besprochen werden, wenn wir im III. Abschnitt die Berechnung der 
Unbekannten dieser Systeme behandelt haben. (Beispiele finden sich in 
§ 13, S. 130.) 


D 
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Dieselben Werte gelten für die rechte Balkenhälfte. Folglich 
erhält man nach obiger Gleichung, da E-J als Konstante zu be- 
trachten ist: 


1 Pi m P 1a 
DE EHRE a EE e 
ek IE ed Th 
i P p 
kg SET 


In diesen allgemeinen Ausdruck werden die Zahlenwerte der 
Aufgabe eingesetzt. Bei der zahlenmäßigen Ausrechnung ist auf 
die Einheit der Dimensionen zu achten. Will man etwa die Lasten 
in t und die Längen in m ausdrücken, so ist auch der Elastizitäts- 
modul Ẹ int m? und das Trägheitsmoment in m? anzugeben. Es ist: 


E = 2200000 kg/cm?, J = 99000 cm. 


Da nun 
1 
so ist: 
22 0 22. im? 
E = 2200000 - —— ge -100° = 10°t/m?, 
J = 99000- BA = 0,00099 mt. 
Die gesuchte Durchbiegung ist also: 
a 15 8° _ 
ke -> = 0.0073 m. 


2.2-.10°-99.1075 48 
Das Ergebnis ist ebenfalls in m zu rechnen. Die Durchbiegung 
ist also 7,3 mm. 
2. Die gleiche Aufgabe werde jetzt behandelt für den Fall, daß 
der Balken als Fachwerk ausgebildet ist. Es sei gefragt nach der 


Durchbiegung [ik] (vertikale Senkung) des Punktes © im Untergurt 
(Fig. 42). 
Die Berechnung von [ik] pra nach Gleichung (28a): 


[ik] = > S; -n 
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Die Spannkräfte S, für die äußere Last P, —=15t sowie die 
Werte S, für die Last 1t in 7 in Richtung der gesuchten Durch- 
biegung sind vorerst zu bestimmen, entweder durch Zeichnung (Kräfte- 
pläne) oder durch Rechnung. Die Ergebnisse sind aus der folgen- 
den Tabelle zu entnehmen. Dort sind “anch die Querschnitte F FS 
die Stablängen s angegeben, wobei zu bemerken ist. daß in diesem 
Beispiel der Querschnitt des Ober- und Untergurtes auf der ganzen 
Länge konstant und die Diagonalen und Vertikalen mit gleichem 
Querschnitt angenommen sind. ‚Vertikalen hier spannungslos.) Die 
Berechnung ist in der Tabelle angegeben. wobei der Elastizitäts- 
modul als "Konstante vorgesetzt wurde, Für jeden Einzelstab s ist 


das Produkt 8, ae gebildet und alle Produkte sind zum Schluß 


addiert. Die Summe ist nur für die eine der beiden symmetrischen 
Systemhälften bestimmt, weshalb die Stablängen doppelt gerechnet sind. 


F. F, 
Stab | F BA S S: 188 ‘ Ma 
a | s | F É EA E F ECKE 
O, | 400 melon — 75 —05 '— 497 li 1500 
O, | 400 ! 302 | Län —225 | —1,5 447,0 | 1 13500 
U, | 400 , 28,2 ‚1418| +15,0 | +10 212,3 | 1,07 6426 
U, | 200 | 28,2 ı 7,09 300 ' —20 425,0 | 1,07 , 12851 
V 200 ; 13,8 |145 — 75 —05 54,3 | 219 | 1639 
D, | 283 | 13,8 | 20,5 | +10,6 | +0,71 158,5 | 2,19 4635 
D, 283 | 13,8 205 | —10,6 , — 0,71 153,5 | 219 : 4635 
D; | 283 | 13,8 | 20,5 | +106 | — 0,71 153,5 | 2,19 | 4635 
D, | 283 | 138 |205 | —106 | — 0,71 153,5 | 219 | 4635 
E = 2200 t'em? = 1803,3 | = 54456 
1803,3 54456 
ikl=—-  =0.82cm oder [ik] =- = 0,82 cm. 
PR] 2200 [er] 2200-302  ” 


Im allgemeinen erweist es sich, speziell bei der Berechnung 
statisch unbestimmter Systeme. als zweckmäßig, statt des Wertes 


[ik] = VS; —e zunächst dessen E-F -fachen Wert zu bestimmen, 


also: EF,- [ik] = eh S, se ‚wobei F, irgendeinen konstanten Wert 


eines Querschnittes Ele Meist wird als F, einer der zumeist 
vorkommenden Querschnitte gewählt. hier also etwa der Obergurt- 
Querschnitt, d.h. F,—=30,2cm?. Dann nehmen die Verhältnisse 2 
die in der Tabelle angegebenen Werte an. Die Berechnung des 
Wertes 


EF, [ik] = Al ës £ 


ist ebenfalls in die Tabelle eingetragen worden. 
Ganz entsprechend bestimmt man bei vollwandigen Systemen 
vielfach den E-J „fachen Wert der Verschiebungen, wobei J, ein 
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willkürliches mittleres Trägheitsmoment bedeutet. Es gilt dann die 
Gleichung: 


EJ.-[ik) =f; nahen Nds 
wenn die Querkräfte, wie üblich, vernachlässigt werden. Neben = 
tritt hier noch das Verhältnis E auf, ein Verhältnis von Trägheits- 


moment und Querschnitt. En 

3. Gesucht ist die Durchbiegung [ik] des Endpunktes © des in 
Fig. 43 dargestellten einseitig eingespannten Balkens von konstantem 
Querschnitt. der mit einer gleich- 


mäßigen Last y—=2t/m belastet ist. _ „2E/m 
Da keine Normalkräfte auftreten, =L u 


lautet die Gleichung zur Bestim- | sapii 
mung von [ik] Le [500m — 
A. da ds e | 
=a A S ` 
DN Jus EJ "lo, GF ` i 
Der Einfluß der Querkräfte möge e 


hier einmal berücksichtigt werden, 
um an einem Beispiel ihren Ein- 
fluß festzustellen. 

Die äußere Belastung P, erzeugt 
im Abstande x vom Balkenende 


pr? ; 
2 


E Aa? 


HS 2 
M, = | Q, Fläche i 
und die Querkraft: | 
WEE? | | 


ein Moment: 
M; =—1-r 
und eine Querkraft: 
9 =1. 
Folglich erhält man für die mit 
“E-J multiplizierte Durchbiegung: 
1 


Sn 
B > -J 
B-J- [ik= [22 : x- [pxaz 


Die Belastung P d.h. 1t in , | 
i in Richtung der gesuchten Durch- 7 
biegung, erzeugt an der Stellex | M; Fläche Tt 
l 


S er” a 
u H 
Es werden die Zahlenwerte des Beispiels eingesetzt und dabei 
als Profil ein `I- Profil 471/, angenommen, dessen Trägheitsmoment 
J — ~ 56400 cmt und dessen “Querschnitt F= 163cm? ist. Die 
Zahl x kann für einen I-förmigen Querschnitt von dieser Höhe 
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etwa zu 2.0 angenommen werden (vgl. Föppl II, Festigkeitslehre, 


S. 156.) Das Verhältnis 5 ist durch den Querkontraktionskoeffi- 


zienten m gegeben, und zwar besteht die Gleichung; 


m 
G=———E. 
es (m +1) 
Also wird für m= 4 


— 25. 


Alle Größen werden in Kilogramm und Zentimeter ausgedrückt, 
so daß also zu setzen ist 


p= 20 kg/cm, l= 500 cm, p g u: 
Also wird: 
. 20-500 2.5-20-500° 
Te EE en 
Er 8-2200000-56500 ` ei 2-2200000-163 


= 1,26 40,035 = 1,295 cm. 


Der Beitrag der Querkraft ist also hier 2,7°/, des Gesamt- 
wertes. 

4. Zum Vergleich soll noch die Durchbiegung [ik] des End- 
punktes i des in Fig. 44 dargestellten Fachwerkträgers berechnet 


Fig. 44. 


werden. Die Belastung in den Knotenpunkten soll 1,4 t betragen. 
Die Stablängen und Stabquerschnitte sind in der Figur eingetragen. 
Die Spannkräfte S; und Sp sind in der Tabelle angegeben; zu be- 
achten ist, daß durch die Last P;=—=1t die Füllungsstäbe keine 
Spannkräfte erhalten. Dann ist der E-fache Wert der Verschiebung 
berechnet nach der Formel: 


E- [ik] =J Skk. 
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Stab s F F Sa S, Ds 
O, 240 5 8 I— 43 —3,43 790 
O, 240 5 48 „— 48 —343 790 
O, 240 10 24 |— 72 —34 593 
U, 250 6 ı4,71— 5 — 3,57 745 
U, 250 2 | 20,8 | — 75 —357 557 
C 250 | 12 | 20,8 | —10 — 3,57 142 
Vë 7 5 | 20,8 | — 14 = — 
T, 10 5 |28 — 28 — — 
D, 250 5 50 — 25 - = 
D, 203 5 1 55,6 — 8,71 = — 

S=42?17 

4217 


Ha = 3200 = 1,92 cm. 


5. Bei dem in Fig. 45 dargestellten Fachwerkträger soll fest- 
gestellt werden, um wieviel sich die beiden Punkte i und i’ bei der 
Formänderung des Fach- 
werks infolge einer Be- 
lastung P. nähern. Es wäre 
also nach der Verschie- 
bung von 3 und A in 
Richtung der Verbindungs- 
linie ii’ gefragt. — Der 
Belastungszustand P=1 
besteht hier in zwei Ein- Fig. 45. 
zellasten 1t in i bzw. d 
in Richtung der Linie ii’; denn der gesuchte Wert [ik] setzt sich 
zusammen aus den beiden Verschiebungen der Punkte č in der 
fraglichen Richtung. Spannkräfte S; treten nur innerhalb des durch 
stärkere Zeichnung hervorgehobenen Teiles des Systems auf, da die 
beiden Lasten für sich im Gleichgewicht sind und keine Auflager- 
kräfte erzeugen. Daraus folgt, daß der Summenausdruck [ik] sich 
ebenfalls nur über die Stäbe 
des genannten Fachwerkteiles 
erstreckt. Im übrigen bedarf 
die Aufgabe keiner weiteren 


Erläuterung. 

6. Um auch ein Beispiel für 1 > 
die Berechnung einer Ver- l leno 
drehung zuerhalten, fragen wir Cl 
nach der Verdrehung Jo der 
Endtangente des in Fig. 46 dar- P=-Imt SCH 
gestellten, einseitig eingespann- Fig. 46. i 


ten Balkens bei gleichmäßiger 

Vollbelastung mit pt/m. Bei Vernachlässigung der Querkräfte ist 
; M,ds 
[ik] = lm Zait. 
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Wu 
CO 


Die Belastung P;—=1 ist hier ein Kräftepaar 1. Gas 
1 mt, in Richtung der gesuchten Verdrehung (vgl. Anm. S. 47). 
Dieses Kräftepaar erzeugt an allen Stellen des "Balkens das else 


ist, so erhält man: 


Moment. nämlich — 1 mt. Da U, = — 


det. Tas 
= 7 E le 3:5 206 
b) Formeln zur Berechnung des Wertes S MM dx. Der 
Ausdruck J Ar Ugda, um dessen Auswertung es sich bei der Be- 
rechnung von Verschiebungen handelt, ist dann besonders einfach 
zu bestimmen. wenn die Stabachse gerade ist 
und die M;- und M;-Fläche auf der Strecke s 
geradlinig begrenzt sind. Dieser Fall liegt bei 
späteren Aufgaben häufig vor. und wir suchen 
daher einige geschlossene Formeln zur Aus- 
wertung dieses immer wiederkehrenden Sum- 


| = 7 Re herzuleiten. 


| Das Trägheitsmoment J sei auf der Strecke s 

— 1 konstant, so daß der Faktor E-J herausge- 

GE schrieben werden kann; die M;- und W} -Fläche 

! ; seien trapezförmig, also geradlinig begrenzt 
x 


(Fig. 47). In dem Ausdruck: 


Fig. 47. $ 
EJ- [ik] = f AG Md x 
0 


ist an der Stelle x: 


Ae AN tu (1 ER q l 
S S 


— Ar Ä 43% hı ei gi 


AN 


DEET SEI DS a1 SIE 
S L S Era ZS Ss Jd 
Die Auswertung dieses einfachen Ausdrucks ergibt: 
EJ-[ik] = = Me MM) -A ME (2 ME 1 AT | 
| (32) 
EI. [iz] = Di (2 Mi + UN) ME (2 Mr -+ Mi). j 


oder auch: 


Die Anordnung dieses Klammerwertes ist einfach zu übersehen: 
Jede der beiden Endordinaten der einen von beiden Momentenflächen 
(etwa der M;-Fläche) ist mit je einem Summenwert (runde Klammer) 
zu multiplizieren. Der erste Summand der runden Klammer ist der 
doppelte Wert derjenigen Ordinate der anderen Momentenfläche 
(M,-Fläche), die an demselben Ende von s liegt wie der vor der 
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runden Klammer stehende Wert (M;i; der zweite Summand ist die 
Ordinate (M,) am anderen Ende von s. 


Sonderfälle Der vorhin behandelte Fal, daß sowohl die 
M;- wie die W;-Fläche Trapeze darstellen. vereinfacht sich noch bei 
manchen Aufgaben, und zwar dadurch, daß die M;- oder M;-Fläche 
oder auch beide zusammen die Gestalt von Rechtecken oder Drei- 
ecken annehmen. Durch Anwendung der Gleichung (32) erhält man 
die folgenden vereinfachten Ausdrücke: 

I. Die eine der beiden Momentenflächen ist ein Rechteck 
(M/=NM;") (Fig. 48). 


| m en 
M; M; 
Fig. 48 Fig. 49 
EJ-[ik] = E AIS Mi- UË Lew], 
EJ- {i= M; [M uE) ........ (82a) 


P] 
II. Die eine der biin Momentenflächen ist ein Dreieck (Fig. 49). 
EJ- [ik] = ana + M) ) 
bzw. bei umgekehrter Lage des Dreiecks: . - . (32b) 
EJ- [ik] = $ M; (2 Mi + af) 


III. Beide Momentenflächen sind Rechtecke (Fig. 50): 
l BIR elt, -. . - (820) 


Fig. 51. 


IV. Die eine der beiden Momentenflächen ist ein Rechteck. die 
andere ein Dreieck (Fig. 51). 


EJ- [ik] SEI, . (24) 
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V. Beide Momentenflächen sind Dreiecke; die Spitzen !Ordi- 
naten 0) liegen am nämlichen Ende der Strecke s (Fig. 52). 


EJ- [ik] ZUM, . 22222. (82e) 
| Be 
l D en | | 
Fig. 52. Fig. 53. 


VI. Beide Momentenflächen sind Dreiecke; die Spitzen (Ordi- 
naten 0) liegen an entgegengesetzten Enden der Strecke s (Fig. 53). 


SI RH =} MM,- -- . Gën 


Weiterhin werde noch der Fall behandelt, daß die eine der 
beiden Momentenflächen (W,-Fläche) parabolische Form hat. 

VII. Freiträger gleichmäßig belastet. Die Ordinate M; ent- 
spricht dem 0-Punkt der M,-Fläche (Fig. 54). 


D 
r x e) DI 
2 EINER zg z) pa? 
ar. yu" (i—i Ed, 
EJ-[ik] fas Kr M; ( s) dx 
EJ- [ik] = MN, Mm... (388a) 


er dl | s— 
I 
Fig. 54. Fig. 55. 


VIII. Einfacher Balken gleichmäßig belastet (Fig. 55): 


D 
EJ- [ik] = dÉ (s — rz) EZ + MI H = gl wë. 
= Ss 
0 


EI 
SIB ZS DL MIT. nennen. (83b) 
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Anmerkung. Mit Hilfe vorstehender Formeln lassen sich auch die Ergebnisse 
der Übungsaufgaben in $ 7 ohne weiteres angeben. So z. B. erhält man in dem 


ersten Beispiel (S. 52), wo M—P- und = E und zweimal über die 


Strecke géit, zu integrieren ist, durch Anwendung von Formel (82e) 


2 
ıı L „P 
s PTT E 

c) Geschlossene Ausdrücke für die Winkeländerungen 4% 
bei vollwandigen Systemen und Fachwerken. (Zur Verwendung 
bei später folgenden Aufgaben.) 

1. Ein Balken auf zwei Stützen ist an seinen Enden 
durch die (Stützen-)Momente M, und M, beansprucht. Ge- 
sucht ist die Verdrehung r, der z 
Endtangente (Fig. 56). i E = HN 

Die Belastung P,=1 in Richtung Të "Ser 4 
der gesuchten Verschiebung ist ein MM, 
Kräftepaar vom Wert 1 (etwa 1 mp an 
dem betreffenden Balkenende. Die dem. ı | 
entsprechende Momentenfläche (M,- Pr a | 
Fläche) ist ein Dreieck; die M,-Fläche | 


EJ-ik—=2- 


ist ein durch die Werte M, und M, Rs S 
gegebenes Trapez. Fig. 56. 
Unter Anwendung der Formel (32b) ergibt sich: 
EJ- = (2 M, — M,) . 22...) 


2. Ein biegungsfestes 
Stabwerk sei durch eine Be- 
lastung P, beansprucht. Ge- 
sucht ist die Winkelände- 
rung dA eines Winkels 9 
zwischen zwei (kurzen) Seh- 
nen s, und s, (Fig. 57). 

Die gegebene Belastung P, 
erzeugt im System Momente 1. 
Normalkräfte N, und Querkräfte 
Q,- Letztere werden vernach- 
lässigt; die Normalkräfte kom- 
men, wie sich zeigen wird, nicht 
in Frage. Die Momente H. sind 
durch die in Fig. 57a darge- 
stellte Momentenfläche gegeben. 
Diese möge auf den Strecken s,, 
und s, geradlinig verlaufen und 
an den drei Teilpunkten l, m, n 
die Ordinaten M, A, M, haben!) 


7 


Auch die Querschnitte sind 


1) Wenn die Strecken Sm und s, genügend kurz genommen werden, was 
hier angenommen ist, so kann man in praktischen Fällen stets die My -Flächen 
gradlinig begrenzt annehmen. 
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auf den Strecken s, und s, konstant angenommen, und zwar seien 
die Trägheitsmomente J,, bzw. J.. i 

Es “handelt sich um die Änderung des Winkels ®, d.h. um die 
Drehung der unverbogenen Geraden s, und s, um ihre ursprüng- 
liche Lage. Daher ist als Belastung P,= 1 in Richtung der ge- 
suchten Verschiebung je ein die Strecken S„ und s, belastendes 


Kräftepaar 1 zu nehmen (vgl. Anm. 8. ad, Hierzu werden die 
1 e 
Strecken s an ihren Endpunkten mit den Kräften = belastet (siehe 


Fig. 57b); die Momentenfläche (H. Fläche) besteht aus zwei Dreiecken 
mit der Ordinate 1 im Punkte m. Da durch die Belastung P,—=1 
keine Normalkräfte N, erzeugt werden. kommt lediglich der Einfluß 
der Momente in Frage und es ist weg 


fe DEE me 5 


Nach Gleichung (32b) findet man unmittelbar: 


S, s a 
ee | 2 ! ya u EE, ir d D 
d O GEI { M „ Sp M) ESCH GEJ, ( Ai. i W) (35) 


Die Form des Ausdrucks ist leicht zu merken, da in beiden 
Klammern der Wert M„ (Moment am Punkte m) den Faktor 2 hat. 
3. Ein Fachwerk er- 
leide unter dem Einfluß 
von Knotenpunktslasten 
P, eine Formänderung. 
Gesucht ist die Winkel- 
änderung Id eines Drei- 
eckswinkels # (Fig. 58a). 
Die Stabkräfte $,, denen 
die Stabspannungen o ent- 
Fig. 58a. sprechen mögen, erzeugen 
Verlängerungen bzw. Verkür- 
zungen (keine Verbiegungen) der Stäbe, so daß das Dreieck etwa 
die in Fig. 58b punktiert eingezeichnete, veränderte Form annimmt. 
Hierbei verdrehen sich die Einzel- 
stäbe, und dadurch ändern sich die 
von diesen gebildeten Winkel A. 
Die Belastung P,—=1 ist demnach 
hier je ein Kräftepaar 1 (etwa 1 mt), 
mit dem jeder der beiden den Win- 
kel 9 bildenden Stäbe belastet wird 
(s. Anm. S. 47). Da es sich nicht um 
die Verbiegung der Stabenden, son- 
dern um eine Lagenänderung der Stäbe 
Fig. 58b. eines nur in den Knotenpunkten be- 
lasteten Fachwerks handelt, so ist das 
Kräftepaar 1 darzustellen durch zwei an den Stabenden, d.h. in 


H 
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den Knotenpunkten wirkende Einzelkräfte S wo s die Stablänge 
bedeutet. So entsteht die in Fig. 58c angegebene Belastung P,—1 


mit den Kräften = und —, wenn die Winkeländerung Jö, er- 
mittelt werden soll?) Diese Belastung 

erzeugt die Spannkräfte 4. die sich 
wie folgt ergeben: 

Da das Moment um den Knoten- 
punkt 1 infolge der beiden Kräfte- 
paare den Wert 1 hat, so ist die 
Spannkraft S;, im gegenüberliegenden 
Stabe s: 


1 
1 


Sa KS 

1 
Die Spannkräfte Sja und $;, in 
den Stäben s, und s, findet man 


durch Zerlegung der Kräfte = und = an den Knotenpunkten 
2 3 
3 und 2. Fig. 58c läßt erkennen, daß 


Sig = — EP te, ist. 
Hiernach läßt sich der Wert [ix] = ð, angeben. 
E19, =E [ik]= Y S, Zen X $,0s, 


1 1 
E19, =- — s, o, — — ctg ët — — ctg Ô, Sg Oz - 
hı S2 Kg 
Setzt man s, —=p-—-g und beachtet, daß 
Ki P, d 
4-12 — c ctg D, ctg ĝa, 
h, h, i h, 8%, 7 8 2 


so erhält man: 
E- 10, = a (ctg d, — ctg Pa) — aa ctg P, — 0, ctg a, 
E-49, = (0, — 0a) ctg O, + (0, — 0,) ctg d,. 

Diese Gleichung läßt folgendes erkennen: In den Klammern 
steht die Differenz zweier Spannungen, und zwar ist der Minuend 
in beiden Fällen die Spannung des dem fraglichen Winkel d, gegen- 
überliegenden Stabes (o,); der Subtrahend (negatives Vorzeichen) ist 
jeweils die Spannung des einen der beiden anliegenden Stäbe (o, 
und ol Der Faktor einer Klammer ist die Kotangente des Winkels # 
zwischen denjenigen beiden Stäben, deren Spannungen in der Klam- 


1) Als positiv ist hier jene Drehung der Stäbe s, und s, angenommen, 
welche einer Vergrößerung des Winkels # entspricht. 
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mer stehen. — Nach dieser Regel lassen sich die Winkeländerungen 
aller drei Dreieckswinkel ohne weiteres angeben. 
E- 18, = (0, Gel ctg 9, — (0, — 03) -ctg d,,) 
E- 18, = (0, — 03) ctg 9, + (0, ol ctg Vz. p. . (86) 
E- J0, = (0 — 04) ctg Da -> (03 — a,)-ctgð,.] 


$ 8. Die Biegungslinie. +) 


In vielen Fällen genügt es nicht, die Verschiebungen des einen 
oder anderen Systempunktes zu untersuchen; es ist vielmehr für 
manche Aufgaben notwendig, insbesondere die vertikalen Senkungen 
einer Gruppe von Punkten zu bestimmen. Dies sind entweder die 
in gewissen Abständen voneinander liegenden Teilpunkte der System- 

achse eines vollwandigen Tragwerks 
(Fig. 59), oder die sämtlichen Knoten- 
punkte eines Fachwerks (Fig. 59a). 
oder schließlich die Knotenpunkte 
einer Gurtung des Fachwerks 
(Fig. 59b). 

Der Geradenzug, welcher die Ver- 
bindung der Punkte darstellt, deren 
Fig. 59. Durchbiegungen bestimmt werden 
sollen, sei als „Stabzug“ bezeich- 
net. In Fig. 59 wäre demnach die Systemachse, oder genauer die 
Reihe der Sehnen zwischen den einzelnen Teilpunkten, in Fig. 59a 
bzw. 59b der in der Figur 
hervorgehobene Geradenzug als 
Stabzug zu betrachten. Den 
Linienzug, welcher die End- 
punkte der von einer Geraden 
aus aufgetragenen Durchbiegun- 
gen verbindet, nennt man 

Biegungslinie. 

Man könnte mit den bisher 
besprochenen Hilfsmitteln, d.h. 
mit Hilfe der Arbeitsgleichung, 
jede einzelne dieser Durchbie- 

Fig. 59a. Fig. 59b. gungen für sich bestimmen. 

Im folgenden soll jedoch ein 
einfacher Weg besprochen werden, der es ermöglicht, die sämtlichen 
Durchbiegungen aller Punkte des Stabzuges im Zusammenhang zu 
ermitteln. 


1) Vergl. hierzu: Müller-Breslau: a) Die graphische Statik der Bau- 
konstruktionen. Bd.II, Abt. I, Abschn. 1. b) Die neueren Methoden der Festig- 
keitslehre. $ 17. Föppl: Vorlesungen über technische Mechanik. Bd. II, $ 23. 
Ferner insbesondere: Mohr: Technische Mechanik. Abhandlung IX, Die 
elastische Linie. (Nebst literarischen Notizen.) 
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a) Die Biegungslinie als Seilpolygon. — Allgemeine Gleichungen 
für die elastischen (virtuellen) Gewichte. 

«) Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungsfläche 
durch Aufzeichnen der Momentenfläche eines einfachen 
Balkens und Festlegung der Schlußlinie des Seilpolyoms 
der elastischen (virtuellen) Gewichte (Müller-Breslau). 

Die Biegungslinie eines mit irgendwelchen Lasten P, belasteten 
Balkens ist in Fig. 60 dargestellt. Die Stützpunkte 4 und B mögen 
sich aus irgendeiner Ursache, etwa durch die Elastizität der Stützen, 
um die Strecken Aa und Bb senken. Die Ordinaten [mk] der Fläche. 
welche durch die Gerade AB und das Biegungspolygon begrenzt ist, 
stellen die gesamten Senkungen [mk] irgendwelcher Systempunkte m 
dar. Diese Durchbiegungen [mk] setzen sich aus zwei Teilen zu- 
sammen: erstens aus dem Einfluß Ia EI der Stützensenkungen, der 


ohne weiteres durch die Gerade ab gegeben ist, welche die End- 
punkte a und b der Stützenordinaten verbindet; zweitens aus den 
Verbiegungen Ton bt, welche als Ordinaten des eigentlichen Biegungs- 
polygons (von o bis b) aufzufassen sind. 

Das Biegungspolygon zwischen a und b (s. Fig. 60a) läßt sich, 
wie jedes beliebige Polygon, als ein Seilpolygon auffassen, welches 
gewissen Kräften w eines Kräftezuges (s. Fig. 60b) entspricht. Von 
welcher Linie aus man auch immer die Ordinaten messen mag, ob 
von AB (Ordinaten [mk]) oder von ab aus (Ordinaten [mk']), stets be- 
steht zwischen den Kräften, zu denen das Seilpolygon gehört (vgl. 
Fig. 60b, Kräfte w), und den Ordinaten des letzteren eine bestimmte 
analytische Beziehung. Um die Herleitung dieser Beziehungen soll 
es sich zunächst handeln. 

Mit den Bezeichnungen der Fig. 60a wird: 


dd’ — (mi) E 


aa = |mk] — [nk]. 
Pirlet, Statik. IL 1. 5 
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Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke in Krafteck |Fig. 60a) und 
Seileck (Fig. 60b) folgt 
w„ __aa” 


H DN 
und mit aa”—=a’a"—+-aa’ wird daher: 


a, 
Am 


w, =H 


m 


An 
ZS E S Les Zi 
Gë sl Ha D [mk] — [nk] \ 
Am An 

Durch diese Beziehung sind die in den einzelnen Teilpunkten m 
wirkenden (gedachten) Lasten w„ gegeben, deren Seilpolygon mit 
der Biegungslinie übereinstimmt. 

In dem besonderen Fall, wo man die von ab aus gemessenen 
Ordinaten Tan ET ins Auge faßt, lautet die Gleichung. wenn die an 
sich beliebige Polweite H —=1 angenommen wird, 

[mk] — [k] ___ [mk] — Ink! 
u Ân ' A 

Hier sind die von der Geraden ab aus gemessenen Ördinaten 
(s. Fig. 60a) aufzufassen als Ordinaten einer Momentenfläche eines 
einfachen Balkens (Schlußlinie ad). Man kann also schreiben 

[mk] =M, 
wenn M, „ das Moment M eines mit den Gewichten w belasteten ein- 
fachen Balkens bedeutet). — Bei zeichnerischer Bestimmung der 
Momente M, ist die Polweite H=1 im Maßstab der Gewichte w zu 
nehmen (vgl. die späteren Beispiele). Allgemein gilt daher die Regel: 

Um die Biegungslinie zu finden, ermittele man die 
Momentenlinie eines mit den elastischen (virtuellen) Ge- 
wichten belasteten einfachen Balkens. Alsdann ist die 
Schlußlinie einzutragen, die mit der erst ermittelten Mo- 
mentenlinie die eigentliche Biegungslinie ergibt. 

Auf den Balken mit überragenden Enden (Fig.61) angewandt,ergäbe 
diese Regel folgendes. Man bestimme die Momentenfläche des mit 

den Gewichten w belasteten ein- 

Abit tt ki fachen Balkens «—b. Diese 
i l | liefert die Gestalt des Biegungs- 

i i | | polygons (Ordinaten La tf, Um 
| 


KA. 


. (87) 


m 


die eigentliche Biegungsfläche zu 
erhalten, deren Ordinaten [mk] 
die Durchbiegungen liefern, ist 
noch die Schlußlinie AB, den 
Eigenschaften des Systems ent- 
sprechend, einzuzeichnen. Ändern die Stützen ihre Lage nicht, 
erfahren also die Stützpunkte die Durchbiegung 0, so ist die 


1) Die Gewichte w bezeichnet man als elastische oder virtuelle (ge- 
dachte) Gewichte. 
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Schlußlinie durch die 0-Punkte J und KE zu ziehen. — Es ist 
also gewissermaßen so, als ob zu den Durchbiegungen mt, die 
durch die erst gefundene Momentenfläche aJKb gegeben sind, eine 
nachträgliche Korrektur hinzugetreten sei, und zwar durch Drehung 
des jetzt als starr betrachteten Balkens aus der Lage a—b in die 
richtige Lage AB, welche den Bedingungen, daß die Stützersen- 
kungen O sein sollen, entspricht. — Wären die Stützen elastisch, so 
wären aus ihrer Elastizität und den Auflagerdrücken die Stützen- 
senkunger zu berechnen und diese Werte (an Stelle von 0) als Or- 
dinaten in J und K einzutragen. 

Der einseitig eingespannte Balken (Fig. 62) gibt ein Beispiel, 
bei dem die Schlußlinie durch zwei Senkungen festgelegt wird, deren 
eine bei A ohne weiteres gegeben 
ist, während die andere berechnet 
wird. Die Ordinaten [mk] ergeben 
sich durch Auftragen der Momenten- 
fläche a—b des einfachen Balkens. 
Um die eigentlichen Durchbiegun- 
gen [mk] zu erhalten, ist noch die 
Schlußlinie AB einzutragen; dies 
ist in Fig. 62 zugleich die System- 
linie; sie ist gegeben durch die Ordinate O in A und die Senkung [Bk] 
des Endpunktes B. Letztere ist für eine Belastung P, mit Hilfe der 
Arbeitsgleichung als Summenausdruck zu berechnen (vgl.$ 7 und die 
Zahlenbeispiele S. 52 ff.). 

Daß die Momentenfläche ab von dem Dreieck ABb abzuziehen 
ist, lehrt die Betrachtung der einzig möglichen Form der Biegungs- 
linie. Auch ergibt sich dies dadurch, daß die elastischen Gewichte 
negativ werden, wie man bei zahlenmäßiger Durchführung der Auf- 
gabe nach den im folgenden angegebenen Regeln erkennt. 

£) Allgemeine Darstellung der elastischen Gewichte 
durch die Momente, Normal- und Querkräfte zwecks zahlen- 
mäßiger Ausrechnung. 

Die bisherigen Ausführungen (unter «) haben gezeigt, wie die Bie- 
gungslinieaus der Momentenlinie eines einfachen Balkens und zwei Einzel- 
ordinaten, welche die Lage der Schlußlinie liefern, darzustellen ist. Die 
elastischen Gewichte, mit denen zur Ermittlung der Momentenlinie jener 
Balken zu belasten ist, sind durch Gleichung (37) gegeben. — Indessen 
sind bisher die Gewichte w, die wir doch zahlenmäßig ausrechnen müßten, 
als Funktion der gesuchten Durchbiegungen [mk] bzw. [mk] dargestellt. 
Da die Bestimmung dieser letzteren das Ziel der Untersuchung ist, so 
ist die bisherige Form der Gleichung (37) vornächst für die Rechnung 
nicht verwendbar. 

Eine für die zahlenmäßige Ausrechnung geeignete Form erhält 
die Gleichung (37) erst durch folgenden Kunstgriff. Wir fassen die 


Werte a dem Gedankengange Müller-Breslau's folgend, als Kräfte 


und somit die Produkte aus diesen Kräften und den Verschiebungen 
5* 
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[mk] in Gleichung (37) als Arbeitsgrößen auf; die durch die Glei- 
chung (37) dargestellte Summe äußerer Arbeiten drücken wir mit 
Hilfe der Arbeitsgleichung durch die entsprechenden inneren Arbeiten 
aus. Zu diesem Zwecke schreiben wir den Wert a, wie folgt um: 


mkf DI , [mkV — Ink) 


Hier erscheinen die Verschiebungen der drei aufeinanderfolgen- 
den Punkte I, m, n des Stabzuges mit den in Fig. 63 dargestellten 
Einzelkräften multipliziert. Die 
in m angreifende Kraft ist posi- 
tiv, also, wenn die Senkungen 
nach unten positiv gerechnet 
werden, nach unten gerichtet: 
sie ist gleich der Summe der 
beiden anderen, in Z und n 
wirkenden Kräfte, die indessen 
A ie > das negative Vorzeichen haben 

Fig. 63. und daher nach oben gerichtet 

sind. Ferner stellen offen- 

bar die drei Kräfte einen im Gleichgewicht befindlichen 
Belastungszustand dar; das Biegungsmoment der beiden 
in l? und n wirkenden Kräfte in bezug auf den Punkt m 


hat den Wert 1 Kë am Hebelarm A 


| 
| 
| 
l 
| 
| 
! 


Es handelt sich somit in Fig. 63 um einen im Gleichgewicht 
befindlichen Belastungszustand. Der Verschiebungszustand (Form- 
änderungen [mk] usw.) rührt der Voraussetzung gemäß ebenfalls von 
einer im Gleichgewicht befindlichen Belastung P, her. Da die Form- 
änderungen kleine Größen sind, so sind die Voraussetzungen für die 
Anwendung der Arbeitsgleichung gegeben, und es ergibt sich nach 
Gleichung (19a) S. 34 für die äußere Arbeit w,, die nachstehende 
Summe innerer Arbeiten: 


EN? EE $f , Qrds 
un | w Mel N + Or - (Gë 


Dabei bedeuten die Werte M’, N’, Q die von den äußeren 


1 
Kräften 7 hervorgerufenen inneren Kräfte(Momente, Nor- 


malkräfte und Querkräfte); sie entsprechen der Belastung P, 
in den allgemeinen Arbeitsgleichungen. Die Größen M, N; 
Q, sind die von der gegebenen äußeren Belastung P, er- 
zeugten inneren Kräfte, d.h. jener Belastung, für welche 
die Biegungslinie gesucht wird. Da alle in Gleichung (38) vor- 
kommenden inneren Kräfte ohne weiteres anzugeben sind, so ge- 
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stattet diese Form der Gleichung für w eine zahlenmäßige Ausrech- 
nung der elastischen Gewichte. 

Damit ist die Lösung der Aufgabe in eine praktisch verwend- 
bare Form gebracht, und es soll nunmehr. zwecks Herleitung ge- 
schlossener Ausdrücke für die Gewichte w, die Gleichung (38) auf ein- 
zelne Fälle angewandt werden. 

Zu bemerken ist noch, daß, den vorstehenden Ausführungen 
entsprechend, nach Gleichung (37) naturgemäß das elastische Gewicht 
eines jeden einzelnen Punktes m des Stabzuges, dessen Biegungslinie 
gesucht wird, berechnet werden muß. 

b) Anwendung der allgemeinen Gleichung (38) für die elasti- 
schen Gewichte. Geschlossene Ausdrücke für die elastischen 
u w bei vollwandigen Systemen und Fachwerken. 

) Das elastische Gewicht für ein biegungsfestes Stab- 

w Ms Ger sich durch die folgende einfache Überlegung, wobei die 

früher gefundenen Ergebnisse der Berechnung von Verschiebungen 

$ 7) benutzt werden. In Gleichung (38) vernachlässigen wir in gleicher 
Weise den geringen Beitrag der Querkräfte und schreiben somit 

, M, = i f = Nads 

W, „jr T A Ir äi 

Die Momente M’ und n N’ entsprechen der in Fig. 63 
dargestellten Belastung und sind in Fig. 64 angegeben. Werden die 


Fig. 64. 


2. Le 
Kräfte Em und za ihre Komponenten in Richtung der Stabzug- 
sehnen Im bzw. mn und senkrecht dazu zerlegt, so ergibt sich: 


1 1 
zZ 082, bzw. 7008 Pn senkrecht zu den Sehnen, 


m “n 


L - n — 3 : 
und — q En bzw. si o, in Richtung der Sehnen, 

m Hi 
deren Länge mit s,, bzw. s, bezeichnet sein möge. Zu beachten ist, 
daß die Normalkräfte bei positiven Winkeln ¢„ und o. entgegen- 


gesetztes Vorzeichen haben, da sie eine Druckkraft und eine Zug- 


kraft darstellen. Die Zerlegung der Kräfte ~> und ES denke man 


m n 
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sich sowohl an den Endpunkten 7! und n, als auch im Punkte m 
vorgenommen. 


1 a 3 
Da - -cosọ ==- ist. so ist die Belastung senkrecht zu den 
A 8 


Stäben. die allein Momente erzeugt. die gleiche wie früher, wo die 
Winkeländerung Jô zweier biegungsfest verbundener Stäbe zu be- 


' . 8 1 . 
stimmen war (Kräftepaar 1; Einzelkräfte = am Hebelarm s). Die 


M,-Fläche möge, wie in früheren Aufgaben, auf den Strecken s,, 
und s, den in Fig. 65 dargestellten geradlinigen Verlauf haben. Die 


ke 


Géi 
u) 
ei 


m 
Fig. 65. 


Teilstrecken s sind so klein angenommen, daß man die Momenten- 
fläche praktisch stets als geradlinig begrenzt annehmen kann. Wir 
fanden Te Gl. (35), S. 62] 
DN 
6 EJ, 


‚M,ds  , ee 2 
[a ir de nn EEJ, -(2 M, ‚+ Ak 


wo JL, und J, die Trägheitsmomente auf den Strecken Spm bzw. S, 
bedeuten. — Den Beitrag der Normalkräfte erhält man nach den 
Fig. 64 und 65 ohne weiteres. Setzt man für die Spannungen auf 


den Strecken s,, bzw. s, (infolge der Belastung PD. 


GM. MAL 


N, b N, 
=P = Én bzw. —=o,. 
m HI 


und ferner für die Längen 


m 


D 
= bzw. s, —"—, 
cos 0. cos d, 


so erhält man, wenn die Zugkräfte positiv gerechnet werden: 
, ANS Eë On 
|) =E Ac FCK 
Hiernach ergibt sich insgesamt: 


— 19 m e ! On S 9 
m — 49% E tg Qm- E tg Pn ... (3 ) 
oder S 


Un= pp, DM ee GM AA 
_ Im 


Zellen, sm span e a e a Get 
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Das Ergebnis ist also dies daß das elastische Gewicht am 
eines Punktes m des Stabzuges sich aus den ÖOrdinaten M, A. 
und M, der drei aufeinanderfolgenden Punkte l, m, n des SI 
zuges sowie aus den in den Stabzugsehnen s, und s, wirkenden 
Normalspannungen o, und o. nach Gleichung (39) zusammensetzt. Es 
sind somit die Ordinaten der Momentenfläche (für die Belastung Di 
an den einzelnen Punkten m des Stabzuges sowie die Normalkräfte 
infolge P, in den einzelnen Stabzugsehnen festzustellen, um nach 
Gleichung (39) die elastischen Gewichte berechnen zu können. 

Bei Vernachlässigung des Einflusses der Normalkräfte 
geht die Gleichung (39a) in folgende Form über: 

Wm = aE (2 Wm + MM) + TA GH. H.) (89b) 

In dieser Form werden wir insbesondere bei der Untersuchung 
statisch unbestimmter Systeme im allgemeinen die elastischen Ge- 
wichte verwenden. 


Die Biegungslinie des geraden Balkens. 
(Satz von Mohr.) 


Der in Gleichung (39b) dargestellte Ausdruck ergibt sich ebenfalls, 
wenn man sich den einfachen geraden Balken AB (Fig. 66) mit der 


durch E-J dividierten Momentenfläche belastet denkt. In Fig. 66b 


ist die 


H -Fläche dargestellt, wobei auf den Teilstrecken s„ und 


s, die Trägheitsmomente J„ und J, verschieden angenommen sind. 
(Hier ist J, >J„) angenommen.) Fragt man nach der Einzellast, 
die von den beiden trapezförmigen Belastungsflächen auf den Punkt m 
übertragen wird, so erhält man den durch Gleichung (39) dargestellten 
Wert. Denn werden die Trapeze durch Diagonalen in Dreiecke ge- 
teilt (Fig. 66b), so kommt von dem Inhalt der beiden Dreiecke I 
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und T je A. von den beiden anderen. II und IT, je 5 als Last 
auf den Punkt m. Also wird der Gesamtwert 
2/M,. 8 A Sp if Me Sa a Ma Zei 


m m m o, n 


a= EJ, 2 BJ, 2) 3\EJ, 2 ` EJ, 2 


m n 


Dies ist der gleiche Ausdruck wie in Gleichung (39b). Es gilt 
also der Satz: 

Um die Biegungslinie eines geraden Balkens zu er- 
halten. belaste man das System mit der durch E-J divi- 
dierten Momentenfläche und ermittele die auf die ein- 
zelnen Teilpunkte m entfallenden (elastischen) Gewichte 
(Gl. 39b). Die Momentenlinie des mit diesen Gewichten w 
belasteten Balkens isog.zweite 
Momentenlinie) liefert dieBie- 
gungslinie. (Satz von Mohr.) 

Es sei hier noch die einfache 
und anschauliche Art der Her- 
leitung angeführt. wie sie von 
Mohr gegeben wurde, welcher 
zuerst die hier in Frage stehenden 
Eigenschaften der Biegungslinie 
nachgewiesen hat. Der Balken 
sei, wie in Fig. 67a angegeben, 
derart belastet, daß an der Stelle x 
die Belastungsordinate o. ist; die 
Neigung der Tangente des zu- 
gehörigen Seilpolygons sei o In 
Fig. 67b teilt die Schlußlinie Os 
die Auflagerdrücke 4 und B ab; 
der Strahl OT ist parallel der 
Tangente an das Seilpolygon. Die 
Strecke ST gibt die Querkraft Q,- 
Man erhält also: 


day __ 


Fig. 67a. 


da 1 dQ, _ 1 o-d 1 


d E ds HE d H 
wobei g, die Belastungsordinate an der Stelle x bedeutet. Das 
Minuszeichen ist deswegen am Platze, weil mit zunehmendem x die 
Querkraft abnimmt, also dQ, negativ. ist. 
Die Gleichung stellt die Differentialgleichung einer Seillinie dar. 
Nun lautet bekanntlich die Differentialgleichung der elastischen 
Linie 
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dy _ #, 
d£ — EJ?’ 


wobei M, die Ordinate der Momentenfläche bedeutet. Aus der 
Gleichsetzung o 

m Ka E = — EI 
folgt die Belastung q,, die die elastische Linie erzeugen soll. wenn 
die Polweite H=1 ist: 


4 te 
4, EJ DH 


d. h. die Biegungslinie ist aufzufassen als eine Seillinie 
mit der Polweite H=1, und zwar zu einer Belastungs- 
fläche. welche mit der durch EJ dividierten Momenten- 
fläche übereinstimmt. 


pP) Das elastische Gewicht der Knotenpunkte eines Fach- 
werks, in welchem nur Normalkräfte (Stabkräfte S) auftreten, er- 
gibt sich ebenfalls aus Gleichung (38). Diese Gleichung vereinfacht 
sich in diesem Falle zu folgender Form: 


Ad 
nr 


Die Normalkräfte N sind zu ersetzen durch die Stabkräfte S, 
an Stelle des Integrals tritt das Summenzeichen Z, und diese Summe 
ist zu erstrecken über alle Fachwerkstäbe; die Länge eines Einzel- 
stabes sei mit s bezeichnet. Also wird: 


, Aë 
ma AB el, 2222.22. (40) 


Hier bedeuten Ai die Spannkräfte infolge der Belastungen 
> in den drei aufeinanderfolgenden Punkten l, m, n des Stab- 


zuges (s. Fig. 63). — S, sind die Spannkräfte S infolge der gegebe- 
nen Belastung P, für welche die Biegungslinie gezeichnet werden soll. 

Die Auswertung des Summenausdrucks w,, gestaltet sich 
je nach der Art des Fachwerks verschieden. Wir betrachten zunächst 
das in Fig. 68 dargestellte Strebenfachwerk, wo der Diagonalen- 
zug den Stabzug bildet, also die Durchbiegungen sämtlicher Knoten- 
punkte gesucht sind. Die Spannkräfte S, infolge der Belastung P, 
mögen als gegeben angenommen werden, so daß es sich nur noch 


um die Spannkräfte 8’ infolge der Belastung 3 handelt (s. Fig. 68). 


Diese Lasten > stellen einen im Gleichgewicht befindlichen Be- 


lastungszustand dar, durch den nur die drei Stäbe des Dreiecks 


1) Gebräuchlich ist die Anwendung des elastischen Gewichts in folgender 
Sks 


Form: Wm = u-ds Hier ist u statt S und As statt EF 


eingesetzt. 
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l-m-n beansprucht werden. Die übrigen Stäbe des Systems bleiben 
spannungslos. Die Spannkräfte S in diesen drei Stäben können in 
einfachster Weise durch Zer- 
legung der Lasten nach den 
angrenzenden Stäben gr a- 
phisch ermittelt werden. 
Will man neben der Zeich- 
nung auch die Rechnung 
verwenden, so können die 
drei Stabkräfte 0° im Ober- 
gurt und D bzw. D; in 
den Diagonalen auch wie 
folgt gefunden werden. Die 
Spannkraft O’ ‘ergibt sich aus 
dem Moment für den gegen- 
` überliegenden Knotenpunkt. 
Da dieses den Wert 1 hat. 
so wird die Druckkraft O 
(negatives Vorzeichen: 
Bel. 
r 
In ähnlicher Weise findet 
man die Spannkräfte D. 
und D. wenn man die 
Lasten in / und n nach den 
angrenzenden Stäben zerlegt 
Fig. 68. und das Moment um den 
Punkt m’ (senkrecht über m 
auf dem Obergurt) aufstellt. Es wird (s. Fig. 68): 


1 
DEE ud Die, 
1 > 


Hiernach kann der Wert w„ angegeben werden. Er enthält 
nur drei Glieder, da nur in drei Stäben Spannkräfte S auftreten. 
Bezeichnen O0, D,, D, die Spannkräfte infolge der Belastung P.,. 
od d die Stablängen, F,, F,, F, die Querschnitte, so wird: 
ORDER: 1 00 , 1 Dd, kaet D, d, 
m r EF, h, EF, h, Ss 

Liegt ein Fachwerk mit Vertikalen vor, etwa wie in Fig. 69a, 
und wird die Biegungslinie einer Gurtung, etwa der oberen, ge- 
sucht, so gestaltet sich die Berechnung des elastischen Gewichtes 
w,, eines Knotenpunktes m wie folgt. 

Die drei aufeinanderfolgenden Punkte !, m, n des Stabzuges. 
d h. des Obergurtes, sind in gewohnter Weise mit den Kräften 


1 
z zu belasten. Hierdurch werden die in Fig. 69a gekennzeichneten 


sechs Stäbe beansprucht, so daß der Summenausdruck w,, insgesamt 
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sechs Glieder enthielte. Die entsprechenden Spannkräfte S können 
graphisch durch einen Kräfteplan bestimmt werden. 

Durch Rechnung bestimmen 
sich die Kräfte S wie folgt. Die 
Gurtspannkräfte O und U’ erhält 
man aus dem Moment für die 
gegenüberliegenden Knotenpunkte 
m bzw. m. Da dieses Moment 
den Wert 1 hat, so wird: 


1 
0-——, 
d 
u’ ji SR 
r 


Die Diagonalspannkräfte D. 
und D, findet man aus den Mo- 
menten um eben jene Punkte m 
und m’ aus den Gleichungen: 


P 1 
D, zur” 

, 1 
D, geng Ze 


Sind auch diese Spannkräfte gefunden, so erhält man die Spann- 
kraft V’ in der Vertikalen am einfachsten aus der Gleichgewichts- 
bedingung um m’, indem man unter Verwendung der bekannten 
Größen U und D, das geschlossene Kräftepolygon des Punktes m’ 
zeichnet. — Auch V’ kann in der gleichen Form dargestellt werden 
wie die Diagonalkräfte, 
nämlich als reziproker 
Wert einer Strecke z; je- 
doch erfordert die Kon- 
struktion dieser Strecke 
das Einziehen verschiede- 
ner Linien und ist um- 
ständlicher als die Rech- 
nung oder auch als das 
Zeichnen des Kräfteplanes 
für den Punkt m’!) (siehe 
Fig. 69b). 


1) Die Spannkraft FI 
erhält man bei Belastung 
der oberen Gurtung aus 
der Gleichung 10c, S.15 
Mm—ı Mm Bn 


/m Am An 


Da in unserem Falle Mn —ı 
—( und Mh=1 ist, so er- 
gibt sich 
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Zwecks rechnerischer Bestimmung der elastischen Ge- 
wichte eines Fachwerks kann auch der für vollwandige Systeme 
benutzte Weg eingeschlagen werden. Man zerlege in Fig. 70 die 


i; s afe e e 
Lasten — in zwei Komponenten, und zwar eine senkrecht, die an- 


dere parallel zu den Stäben Im und mn des Stabzuges; dann er- 
kennt man ohne weiteres, daß die gleichen Beziehungen wie früher 
bestehen bleiben. Die senkrecht zu den Stäben wirkenden Kräfte 
leisten nur Arbeit bei der Verdrehung der Stäbe, d. h. während der 
Änderung Jô, des Winkels #,. und zwar hat diese Arbeit den 
Wert 1-1d,. Die Komponenten in Richtung der Stäbe können 
nur bei der Längenänderung dieser Stäbe Arbeit leisten. Aus alle- 


E 1. WË 
E îm Am 
Bei Belastung der unteren Gurtung ergibt sich aus Gl. (10d) der Wert 
yat. ba) 
“hm hm 


Nach diesen beiden Gleichungen lassen sich die Spannkräfte V’ in einfachster 
Weise berechnen. 

Will man dagegen V’ ähnlich wie O0’, U’, D als reziproken Wert einer 
Strecke z darstellen, so schreibe man (bei Belastung oben): 


£ 
fr a = Ri Ami 
z îm hm 
oder 
tm _ hn—ı 
Z Am 
oder 
H 
Am =g Wi ee hm i 
Am hm 


In Fig.69b ziehe man EB parallel zum Obergurt Om, BD parallel zu 
JE bzw. zum Untergurt Um+ı und DO senkrecht zu EF = åm. Alsdann ist 


Ca 40 EC EF Ae" 
Also wird 
Im—z__EG 
Ae W 
oder " 
Aan — z= EQ, 
d.h. 


Mit diesem Wert — ist 


Handelt es sich um die Belastung der unteren Gurtung, so tritt 
an Stelle von z der in Fig. 69b (oben rechts) dargestellte Wert z’, der sich 
auf ganz entsprechendem Wege ergibt. An Stelle von EA tritt E'A’ (Ver- 
längerung von Om) an Stelle von EB tritt E'B' (Parallele zu Um-ı). Als- 
dann gilt die Gleichung 


$ 8. Die Biegungslinie. 17 


dem folgt, daß für das elastische Gewicht der früher (s. Gl. 39: ge- 
fundene Wert: 


in Frage kommt. Die Winkeländerung 1% hat hier den für das 
Fachwerk gültigen Wert, der durch die Gl. (36) gegeben ist. 

Hierbei ist zu beachten. daß 
OG und o, die Spannungen in den 
Stäben Im und mn des Stabzuges, 
die den Winkel O bilden, bedeuten. 
Werden nun, wie in Fig. 70, die 
Stäbe und damit auch die Stab- 
spannungen nach den gegenüber- 
liegenden Knotenpunkten bezeich- 
net, so wäre zu schreiben (siehe 
Fig. 70a: 

wm al 8. 0,8 tg Fn 

ats: 

Für A wäre dann der früher 
für die Vergrößerung von A ge- 
fundene Wert einzusetzen: 

Jd Ba == (9, Se ol g ctg éi 


— lOp — 9). ctg Òs 


Wn = Id, Gan" tE Fm — In tE Pa 


E 
An 


wobei zu beachten ist, daß hier 
(Fig. 70; im Gegensatz zu früher 
(s. Fig. 47e u. GL 19) die Kräfte 
im Sinne der Verkleinerung des 
Winkels 9 wirken; daher ist 
— AÒ, In Wp einzusetzen. 

Die Neigungswinkel o der bei- 
den Stäbe des Stabzuges sind wie 
früher von der durch die Anfangs- 
punkte der Stäbe gelegten Horizontalen aus nach oben positiv zu 
rechnen. o. wäre also hier negativ. — Umgekehrt wäre es in Fig. 70b, 
wo der Punkt m oben liegt. Hier wäre + 18. (statt — 1%,) in 
der Gleichung für w,, einzusetzen. 

Es sei nochmals darauf hingewiesen, daß in allen Fällen für 
die Größen o die Stabspannungen infolge der Belastung P 
einzusetzen sind, für welche die Biegungslinie gezeichnet wird. 

Anmerkung 1. In Fig. 71 ist der Fall dargestellt, 
daß eine Gurtung der Stabzug ist und demnach infolge 
der Belastung der drei aufeinanderfolgenden Punkte /, 
m, n die in der Figur gekennzeichneten sieben Stäbe 
Spannungen erhalten. 

Wird in diesem Falle das w-Gewicht nach Gl. (40) 
als Summenausdruck berechnet, so gehen sieben Glieder 
ein. — Wird Gl. (39) verwandt, so ist unter 1% (Ände- 
rung des Winkels zwischen Im und mn) der Gesamtwert 
der Änderungen der drei am Punkte m liegenden 
Dreieckswinkel zu verstehen; von diesen ist jede Fig. 71. 
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einzelne Winkeländerung aus den Spannungen o der Stäbe des betreffenden 
Dreiecks nach Gl. (36) zu berechnen. 

Anmerkung 2. Ist bei einem Ständerfachwerk nach der Durchbiegung 
der Knotenpunkte der oberen und der unteren Gurtung gefragt, so fällt von 
den beiden Stäben Im und mn des Stabzuges der zweite in die Richtung der 


Vertikalen. Offenbar ist dann kein Gleichgewicht zwischen den Kräften 


mehr möglich ‘vgl. Fig. 63). In der GL (39) für Wm wird der Wert tgg„ gleich 
unendlich. Die bisherige Art der Behandlung der 
Aufgabe führt also auf Schwierigkeiten. 

In diesem Falle kann man sich in der Weise 
helfen, daß man die Biegungslinie einer Gurtung, 
etwa der oberen, in der bisherigen Art ermittelt, 
indem man die Punkte l, m’, n’ is. Fig. 72) an Stelle 
von l, m, n nimmt. Die Durchbiegungen der Punkte 
der anderen Gurtung werden dann mit Hilfe der 
Längenänderung 4v der Vertikalen bestimmt, die 
nach der Gleichung 4v I. berechnet wird, wo 
Fy die Spannkraft in F infolge der Belastung Px. 
s die Stablänge der Vertikalen und F ihren Quer- 
schnitt bedeutet. Dieser Wert Jr isc an die Durch- 
biegung mi kj anzutragen (s. Fig. 72). 


Fig. 72. 


c) Die Biegungslinie als Einflußlinie einer elastischen Ver- 
schiebung. Häufig handelt es sich um die Durchbiegung [im] eines 
Systempunktes i infolge einer wandernden Last P„,= 1t, d.h. um 
die Einflußlinie der Durchbiegung [im]. Man könnte den Wert [im] 
für eine Anzahl Laststellungen mit Hilfe der Arbeitsgleichung be- 
rechnen und so eine genügende Anzahl der Ordinaten der Einfluß- 
linie ermitteln. Ein einfacherer Weg zur Lösung der Aufgabe ist durch 
den Maxwellschen Satz gegeben. 
Da nämlich 

[im] = [mi] 


"st, so kann man sagen: Die 
Durchbiegung des Punktes 2 infolge 
einer Last 1, die der Reihe nach 
in den Punkten m,, m, ... an- 
greift, ist gleich der Durchbiegung 
dieser verschiedenen Punkte m,, 
My, ... infolge der Last P;—=1 im 
Punkte i. Diese Durchbiegungen 
der Systempunkte m infolge P;—=1 sind aber durch die Biegungs- 
linie für die Last P;=— 1 gegeben. Die Ordinaten dieser Biegungs- 
linie stellen die Werte [mi] und somit auch [im] dar, d.h. die Bie- 
gungslinie für P;=—1 ist die gesuchte Einflußlinie für die Durch- 
biegung [im]. 

Ergebnis. Die Einflußlinie einer elastischen Verschie- 
bung [im] eines Punktes i (bzw. der Verdrehung einer Ge- 
raden i) ist identisch mit der Biegungslinie des Systems für 
die Belastung P,=1 (d.h. für it im Punkte i bzw. für ein 
Kräftepaar 1 in Richtung der fraglichen Verdrehung). 
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~l 
Kai 


d) Besprechung einiger Einzelaufgaben. 
u Das elastische Gewicht w„ im Scheitelgelenk eines 
Dreigelenkbogens. Bei den bisherigen Darlegungen erstreckte sich 


der Einfluß der Belastungen = in den Punkten l, m, n des Stabzuges 


stets nur auf einen mehr oder minder beschränkten Teil des Systems. 
Es kommen aber auch Fälle vor, wo diese Belastung das ganze System 
beansprucht, so daß in den Summenausdruck alle oder die meisten 
Teile des Tragwerks eingehen. Ein solcher Fall liegt z. B. beim Drei- 
gelenkbogen vor, wenn nach dem elastischen Gewicht im Gelenk- 
punkte des Scheitels gefragt wird. 

Wird der Scheitelpunkt mit m bezeichnet, so ist zur Bestimmung 
von w, die in Fig. 74 angegebene Belastung mit den Lasten 


Fig. 74. 


> wie üblich auzubringen. Diese Belastung beansprucht alle Teile 
des Systems, insofern sie Auflagerkräfte, und zwar den Horizontalschub 
` erzeugt!) Es entstehen Momente: 
M=—-.y 
und Normalkräfte: 
1 
N—=—--cosy. 
f Y 
Die allgemeine Gleichung für w,, lautet: 


un [5 M,ds Ale Ze 


Das erste Glied stellt die Arbeit der Momente M’ (hervorge- 


rufen durch die Lasten 5 ). das zweite diejenige der Normalkräfte 


N’ dar; beide, die Momente M’ wie die Normalkräfte N’, wirken 
während des Formänderungszustandes infolge P,. Man denke sich 


1) Der Horizontalschub eines Dreigelenkbogens berechnet sich aus dem 
Moment des einfachen gelenklosen Balkens für die Gelenkstelle, dividiert durch 
die Pfeilhöhe f. Das Moment für den Gelenkpunkt m ist hier gleich 1. 


CO 
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die Bogenachse in einzelne Strecken s aufgeteilt. welche insgesamt 


den Stabzug darstellen sa Fig. 75. Die infolge der Form- 
BR änderungen veränderte Ge- 
ae N stalt des Stabzuges ist in 


Fig. 75 durch die strich- 
punktierte Linie darge- 
stellt. Wir betrachten die 
einzelnen Sebnenstücke in 
ihrer durch Verdrehung 
nicht Verbiegung) geän- 
derten Lage. Während 
dieser Lagenänderung der 
Strecken s leisten die 
Momente M’ Arbeit, und 
zwar, wenn M’das an der 
jeweils betrachteten Stelle 
wirksame Moment ist 
Fig. 75b. (s. Fig. 75b), 


Wirel) Mdd. 


Hierbei hat man sich das Moment M’ als je ein die beiden 
Strecken s„ und s, belastendes Kräftepaar M’ zu denken. Setzt 


man noch in der Arbeitssumme w,, für F die Spannung o ein. so 
ergibt sich: 


ge AN et gäe 


Diese Gleichung ist anzuwenden, wenn vorausgesetzt wird, daß 
die Widerlager sich nicht verschieben und somit der Horizontalschub 


t keine Arbeit leistet. 


f 
Verschieben sich dagegen die Widerlager und vergrößert sich 
dabei die Entfernung l der Auflager um I, so tritt zu den obigen 


inneren Arbeiten noch die äußere Arbeit des Horizontalschubes 5 
hinzu, welche nach Gleichung (21), S. 36, den Wert 4 Ù 


sg Är JI hat. (Das Minuszeichen vor {l ist nach der Vorzeichen- 


regel zu Gl. (21) einzusetzen, weil die angenommene Verschiebung 41 
nach außen, also im entgegengesetzten Sinne des nach innen positiv 
gerechneten Schubes erfolgt) Somit lautet in diesem Falle der 
Wert w,, wenn man die oben angegebenen Werte für M’ und 
N’ einsetzt: 


1 i 
un (2v4 Er 41). 


SS. Die Biegungslinie. si 
Hierin ist eingesetzt: 


wu % negatives Moment: 
A 
BW L I S 
und Nos=— f -COS y- s = — e? (Druckkraft) is. Fig. T+. 


Die Winkeländerungen 13, in dieser Gleichung werden bei 
zahlenmäßiger Durchführurg der Aufgabe bereits bei der Ermittlung 
der w-Gewichte der einzelnen Punkte des Stabzuges berechnet. 

Es ergibt sich nach den früheren Darlegungen von selbst, daß 
der gleiche Ausdruck für w„ auch beim Fachwerk gültig bleibt. 
Ist z. B. die Biegungslinie des Obergurts bei dem in Fig. 76 dar- 


Fig. 76. 


gestellten Dreigelenkbogen gesucht, so gelten die gleichen Über- 
legungen wie vorhin mit entsprechender Anpassung an das Fach- 
werk. Unter 19, sind, wie sonst, die Änderungen der Winkel A 
des Stabzuges (s. Fig. 76), unter å die Projektionen der Einzelstäbe 
des Stabzuges (Feldweiten) zu verstehen. +) 


Zi Das elastische Gewicht eines Punktes m einer Drei- 
gelenkbogenkette. Als Erläuterung des Verfahrens zur Berech- 
nung elastischer Gewichte sei hier noch ein Beispiel angeführt, 
welches später bei der Behandlung der Vierecksnetze (der soge- 


1) Es sei noch darauf hingewiesen, 
daß das Gewicht wm des Gelenkpunktes 
im allgemeinen nicht genau gleich der 
Winkeländerung A4. ist; denn die in die 
Stabrichtungen fallenden Komponenten 
der Lasten h (s. Fig. 77) liefern einen 
weiteren Beitrag zu Wm, so daß der durch 
die Gleichung (39) (s. S. 70) dargestellte 
allgemeine Ausdruck für das elastische 
Gewicht in Frage kommt. Die vollständige Gleichung für w,, lautet also: 

On 


1 H Wi t Ok - \ On 
-F (Dudo DE) ee Ent g EE 
Jedoch ist dies für die Rechnung ohne Belang; zudem ist ja wohl durchweg 
die Neigung der an das Scheitelgelenk anschließenden Stäbe gegen die Hori- 
zontale sehr gering. 

Pirlet, Statik. IL 1. 6 


Wm ae 


CO 
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nannten Vierendeel-Träger eine Rolle spielt. Die Fig. 78a stellt 
das statisch bestimmte und starre Grundsystem eines solchen 
Rahmengebildes dar. Es ist eine Zusammenfügung nach Art einer 
Kette, deren Einzelglieder Dreigelenkbögen sind; diese letzteren 
Fig. 78b) bestehen aus je einem vertikalen und horizontalen geraden 
Stab, sowie aus einem rechtwinklig ausgebildeten dritten Stab. In den 


Gelenkstellen wirken beim biegungsfesten Rahmenträger Einspannungs- 
momente X, welche die Stabenden beanspruchen (Fig. 78b und 780). 
Die meisten dieser Stabenden sind durch mehrere Einspannungs- 
momente X beansprucht, die sich zu den Stabmomenten M zusam- 
mensetzen. So z. B. wirken am Fußpunkt der mittleren Vertikalen 
in Fig. 78c die beiden Einspannungsmomente X, und X,, die sich 
zu dem Gesamtmoment M, zusammensetzen. In ähnlicher Art sind 
auch die übrigen Momente M in Fig. 78c aufzufassen. 


Fig. 78b. 


Es handele sich nun um die Biegungslinie bzw. die elastischen 
Gewichte dieser Dreigelenkbogenkette, wenn die Stabenden durch 
die Momente (M ,‚M,,M,,...) beansprucht sind, die von der Ge- 
samtheit der Einspannungen X an den Gelenkstellen herrühren. 

Berücksichtigt man lediglich den Beitrag der Momente zu den 
Formänderungen, so bestimmt sich das elastische Gewicht w,, des 
Punktes m nach der Gleichung: 


leif: 


MU] 


=. Die Biegungslinie. S2 


Wir bezeichnen mit J’ den Wert irgendeines Trägheitmomentes und 


berechnen den Wert 
Dé 


EJ'w „= | WM, ds z 


Die Momentenfläche infolge der Belastungen : ıW’-Fläche, ist in 


Fig. 78a dargestellt. Es ist leicht zu ersehen. daß an den Stab- 
enden die Ordinaten 0 bzw.—1 für die Momente M’ gelten 
müssen). Das Integral erstreckt sich demnach nur über die beiden 
oberen Gurtstäbe (/, und /,__,) und die beiden Vertikalen "A. und 
kl, da nur in diesen Systemteilen Momente M’ auftreten. Es 
interessieren uns also auch nur die Momente M, dieser System- 
teile. Die Ordinaten der M,-Flächen an den Enden der genannten 
Stäbe sind mit A, M,,.... M, bezeichnet (Fig. 78c). Man erhält. 
wenn man zur Auswertung der einzelnen Integrale die Formeln aus 


$ 7b verwendet, ohne weiteres die folgende Gleichung. Hierbei ist 


der EJ’-fache Wert bestimmt und p = A gesetzt. 


J 
, 7 J Äm Ar ’ 
EJ un M Uds g =g EM, U) y 2U Ubi 
Kin In . 
-— CH "24, + M). 


Die Momente M an den Stabenden sollen herrühren von den Einzel- 
momenten X, die bei Einspannung an den Ecken in den Gelenk- 
punkten wirken. Aus diesen Größen X setzen sich die Momente M 
nach den folgenden Gleichungen zusammen, wobei die Vorzeichen 
nach der unten angegebenen Regel im Hinblick auf die Stabverbie- 
gungen festgesetzt sind" 


M=—X u et 
EEE E 
EE 
EE 


1) Wichtig ist die Wahl der Vorzeichen. Hierfür beachte man die An- 
merkung auf S. 50. Man verfüge etwa über die Vorzeichen so, daß bei den 
Gurtstäben die Durchbiegungen nach unten positiv, nach oben negativ, ferner 
die Ausbiegungen der Vertikalen nach rechts positiv. nach links negativ seın 
sollen. Diejenigen Momente M’ seien dann positiv gerechnet, die einer Be- 
lastung entsprechen, welche positive Verbiegungen der Stäbe erzeugt. Die- 
selbe Festsetzung muß tür due Momente M, gelten, d. bh. auch diese gelten 
als positiv, wenn die Belastung P Stabverbiegungen in dem vorhin als positiv 
festgelegten Sinn erzeugt. 

2) Es ist leicht zu ersehen, wie die Werte M sich aus den Größen X 
zusammensetzen. Zu diesem Zwecke stellen wir zunächst die Momentenfläche 
eines Einzelrahmens infolge jeder der drei Einzelwirkungen X,, X,, X. dar. 


6# 
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Diese Werte wären für die Größen M in die Gleichung für w,, 
einzuseizen; dann ergibt sich das elastische Gewicht als Funktion 
der überzähligen Kräfte X in folgender Form: 


ap ag 
Zou - r ad r ze Am—1r d v ad q 

= 24 = == ——i9 — — — 
ww HK LI + 2) Ep, E Bel 


2 2,22, 2,2) la, ES A 
U 

mme BA ae 
Der Aufbau der Formel ist einfach und die Verteilung der Werte X 
an Hand der Fig. 78c leicht zu übersehen. Die Verwendung bei 
Rechnungen ist natürlich so zu denken, daß die Werte X zahlen- 


mäßig gegeben sind. Näheres hierzu werden wir bei der Behandlung 
der Vierecksnetze finden. 


e) Anhang: Zahlenbeispiele zur Erläuterung der Ausführungen 
über Biegungslinien. 

a) Beispiel für ein vollwandiges System. Es sei gefragt 
nach der Biegungslinie eines einfachen Balkens, dessen Belastung 
aus Fig. 80 zu ersehen ist. Die zugehörige Momentenfläche ist 
ebenfalls in Fig. 80 gezeichnet. 

Zunächst wurde angenommen. daß der Querschnitt überall kon- 
stant sei. und zwar sei der Querschnitt der in Fig. 80a dargestellte 
mit einem Widerstandsmoment von 6235 cm? und einem Trägheits- 
moment von 6235 x 33,6 —= 209496 cm4. 


In den Fig. 79a, 79b, 79e sind diese Momente und zugleich die für die Vor- 
zeichen maßgebenden Stabverbiegungen angegeben. Die Figuren bedürfen 
wohl keiner weiteren Erläuterung. Man erkennt, daß z. B. am rechten Ende 


Fig. 79a. 
des Obergurts bei gleichzeitiger Wirkung der drei Einspannungen X ein Ge- 


samtmoment 
Mi = Xa — Xr + X. 


wirken muß. Auf die Vertikalen wirken Einspannungen X .der beiden an- 
grenzenden Rahmen. Daher ergibt sich z. B. für das Moment Ma (Fig. 786) 
am oberen Ende der Mittelvertikalen der Wert: - 


M} = — X,+ Xs — X, vom linken Rahmen, 
M7 = X; vom rechten Rahmen; 
also im ganzen: 
Mı =— Xa + Xs — Xe + Xa. 
Entsprechend sind die übrigen Momente zusammengesetzt. 


SE Die Biegungslinie. N5 
Alsdann gilt is. GL (39b), S. vii 
EJu, = PLEA — Ju 223, — M, 


SO ‚128 E 
VE lee > 
L 700-700 
18% "get 
0m - >i 


-500-70 m 5 5 5 15 Sn 


Fig. 80a. Fig. 20b. 


Hiernach ergeben sich im einzelnen folgende Werte: 


1.5, 15. 
EJw, = =- (2-27 + gh =2 (2.27 — 54) = 40.5 
l KR, -15 rn 
EI = Z2 (2-54 — 27) 42-5109) = 76,5 
LU 
5 er; o 
Ei, ED 63 54) (2 63 — 72) = 94,5 
7 
19, 093 VD Sr a 
EJw, = e LU 12 => 63) -+ (2 12 — 45} = 99,0 
1,5 I - H 1,5 ES è h E 
EJw, =-2(2-45 + 72) += (2-45 - 18)= 67,5 
3° J 
1,5 . 1.9 
EJw, == (2-18-45) (2.184 0) = 26,25 


Nach Bestimmung der elastischen Gewichte kann das Seilpolygon 
rechnerisch oder zeichnerisch ermittelt werden. Die zeichnerische 
Methode ist in Fig. 81 durchgeführt. Hierbei ist die Beachtung 
der Maßstäbe von besonderer Wichtig- 
keit, weshalb zu dieser Frage einige nähere 405 


Angaben vorausgeschickt werden sollen. 
76,5 


34,5 


99 


67,5 


26,25 
Fig. 81. Fig. 81a. 
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Nach den allgemeinen Ausführungen in $ 8 erhält man die 
Ordinaten der Biegungslinie in natürlicher Größe, wenn man zu den 
elastischen Gewichten w (s. Gl. 37 und 38; ein Seilpolygon mit der 
Polweite 1 zeichnet: letztere ist dabei gleichfalls im Maßstabe der 
w-Gewichte zu messen. Die w-Gewichte is. Gl. 37, sind absolute 
Zahlen: sowohl die Zähler wie die Nenner der beiden Quotienten 
sind Längengrößen; dasselbe muß also auch von dem gleichwertigen 
Ausdruck in Gleichung (38) gelten. Darum ist auch dort die Wahl 
der Dimensionen der Einzelgrößen (Momente M, Elastizitätsmodul E 
usw.; gleichgültig: nur müssen diese bei allen Größen einheitlich ge- 
nommen werden. also z.B.cm und t sowohl bei den Momenten wie 
beim Elastizitätsmodul usw. 

Ist das System in n-fach verkleinertem Maßstab aufgetragen, 
so würden sich die von den Strahlen des Seilpolygons abgeschnit- 
tenen Ordinaten der Biegungslinie ebenfalls n-fach verkleinern; dies 
wird wieder behoben, wenn man die Polweite ebenfalls n-mal kleiner 


nimmt, also gleich i -1: dadurch erhält man also auch in der n-fach 
n 


verkleinerten Zeichnung die Ordinaten in natürlicher Größe. Ganz ent- 
sprechend wird bei v-facher Vergrößerung der w-Gew ichte eine v-fache 
Vergrößerung der Polweite den erforderlichen Ausgleich schaffen. 
Hiernach ergibt sich in unserem Beispiel folgendes: Nehmen wir 
an, die w-Gewichte seien im Maßstab 5 Einheiten gleich 1 mm in einem 
Krafteck aufgetragen. Die Polweite hat statt 1 die Größe 


1 
D 


EJ == 22000 000 - 209 496 10 


= ~ 46000 

(Einheiten sind t und m wie Längen und Kräfte in den w-Gewichten). 
da wir die EJ-fachen Werte der w-Gewichte verwandt haben. Wenn 
das System im Längenmaßstab 1:100 gezeichnet ist, muß die Pol- 


; e d ie 
weite ebenfalls in m der vorher angegebenen Größe verwandt wer- 


den. d.h. es muß sein 


u iim Maßstab der w-Gewichte). 


d.h. H= = = 92 mm in der Zeichnung. Der Deutlichkeit halber 


wählen wir, um die Durchbiegungen im doppelten Maßstab, also im 

doppelten Wert der natürlichen Größe zu erhalten, eine nur halb 

so große Polweite. also H= 46 mm. In bie 81a sind die Kräfte ebenso 

wie die Polweite in halber Größe der vorgenannten Werte aufgetragen. 
Hiernach ergibt sich die größte Durchbiegung in Fig. 81 zu 

2,86 

2 


á 


= 1,43 em. 


Bei der rechnerischen Ermittlung der Ordinaten sind zu- 
nächst die durch die w-Gewichte erzeugten Auflagerkräfte zu er- 


$8 Die Biegungslinie. 37 


mitteln. Im vorliegenden Falle ergibt sich für den Auflager- 


druck 4: 
i 0.1 -26,25 2,625 
4.025- 67T.50 = BE 
1055-945 = — 31975 |” En 
s00: 705 [rt 
85:405 ge dE 


= 199.050 
Die Rechnung geschieht dann in der bekannten Weise tabella- 
risch nach der Formel: M „= M „_-ı -— Qn. wo Na die Querkraft 
im Punkte m bedeutet. 


m d. im d A Ta Zn 
1 199,05 1,5 298,575 — 293,575 0,65 
2 185 15 237-25 298,575 536,400 116 
3 $2,05 1,5 123.075 536,410 659,475 1,43 
4 — 12,45 15 — 14,675 , 659,475 640,800 1,39 
5 — 111,45 1,5 — 167,175 640,800 473,625 1,03 
6 — 173,95 15 — 268 425 473,625 205,200 0.45 
F — 205.20 1.0 — 205,200 205,200 — — 


NB. Die Ergebnisse A. sind zum Schluß durch EJ zu divi- 
dieren, da für w die EJ-fachen Werte eingesetzt wurden. Hierbei 
würden sich die Durchbiegungen in m (Meter) ergeben. da Meter als 
Einheit gewählt sind. Um sie nun in cm zu erhalten, hat man noch 
mit 100 zu multiplizieren. 

Durch Abgreifen der Ordinaten in Fig. 81 ist die Übereinstim- 
mung der Ergebnisse der zeichnerischen und rechnerischen Bestim- 
mung festzustellen. 

Zur weiteren Prüfung mag hier noch die Berechnung einer 
Ordinate mıt Hilfe der Arbeitsgleichung folgen, und zwar soll die 
Ordinate unter der Last von 24 t berechnet werden (Fig. 80). Es ist 
(vgl. S. 48) 

Säi) = | M,M,ds. 


Mit M, sind die Momente infolge der Last P,=1 im fraglichen 
Punkte i bezeichnet; die Momente M, enthält Fig. 80. In Fig. 82 
sind beide Momentenflächen zusammengestellt; unter Benutzung der 
Formeln aus $ 7b ist die Integration durchgeführtl (vg. S. 58). 

3 2i Le 
EJ [ik] g PEL 182 


| 

En 
äi 
D 
IV 


3 D D D D D 
6 3 
ï I [j Tt 
— 2.72.24 pA 
i 3 R 4st Lt Ze 


24m M.-Flöche 
= 64,8 4 345.6 — 230,4 = 640.8. Fig. 82. 
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Es wird also 
.__ 640.8 
476000 
Es soll nun noch für denselben Träger die Biegungslinie ge- 
zeichnet werden unter der Annahme, daß das Trägheitsmoment 
veränderlich ist. Es werde 
E nn ee angenommen. daß die oberste 
___ Kopfplatte nur soweit durchge- 
Fig. 88. führt ist. wie es zur Innehaltung 
der Spannungsgrenzen erforder- 
lich ist. Sie reiche von z= 38,75 m bis z= 7.0m (s. Fig. 83). 
Das Trägheitsmoment in der Mitte ist nun J, = 209496 cmt, 
das Trägheitsmoment des Querschnitts mit 2 Kopfplatten 


Ja = 161384 cm*, 
(s. Tabelle der „Hütte“. WF = 4981 cm?, J = 4981 - 32.4== 161384 emt, 
Die elastischen Gewichte ergeben sich wieder nach GI. (39b): 


e A 
m 2 N ı 22-9 M N a 
m 687," Bra nn U) 


Multiplizieren wir beide Seiten der Gleichung mit einem konstanten 
Wert EJ’, so ist: 
4 r 


SS J s,J 
Tan = "(2 slk BR 2 -L S 
iw, = 7 È E EK E A 


m i m il 


= 0,0139 m = 1,39 cm. 


w. 


HI ìl 


(4 
Wir haben also die mit? multiplizierten Momentenflächen zu 


benutzen. Wählen wir den (an sich willkürlichen) Wert ’=J,, 
€ 


£o ergibt sich für den mittleren Teil d 


gent 151155 J’ = 209496 
Ja 161884 


= 1, für den übrigen Teil ist 
1.298. Die mit 


J multiplizierte Momentenfläche 


nimmt also die in Fig. 84 darge- 
stellte Form an. 

Nachdem die Aufteilung des 
Systems in einzelne Teile, der 
Momentenfläche entsprechend. erfolgt ist, ergeben sich die nach- 
stehenden elastischen Gewichte: 


~o Zë 
EJ'w, = Zë (2.351420) +12 @-351-1 708) = 52,65 
1 6 D 6 d t 
E N Bre 
EJ'w, = = (2:70,24 35,1) 902 (2.70.24 76,05)—- 70,93 
0,75 ‚25 
EJ'u,— at 76.05-470 4 (2-58.5--63) = 50,3 


Sr: Die Biegungslinie 20 
0.75 1,5 
EJ w, = -2 2.63 — 58.5 eg el 63—72) 2 — 725b 
2 
1.5 1.0 
EJ'w Bi — in 72—59 - in 
6 6 
; 10 L 15 __ 5 
EJu,= — 12:54 — 72) — —12-.70.2-—-35,1) — 73.87 
6 D 
e 1.5 pe 15, 
EJ'w, = —-2-351- 70.2) 7(2:35140) = 52,65 
> 
Ermittelung des Auflagerdrucks A infolge der w-Gewichte: 
0,15 -52.65 = 7.89 
+0.30 -73,87 — 22,16 
-- 0.40 84,75  — 33.90 
+0,55 -72.56 — 39.90 
= 0,625 - 50.30 — 31,45 
0,70 70,93 — 49.66 
0,85 -52.65 44,86 
39290,8392 = A 
Tabellarische Berechnung des Biegungspolygons. 
— rn — — Fr 
m (m lm m Zon Mn- Mn —z_.100 
d Q 1 EJ, 
1 229,82 1,5 344,6 — 344,6 0,75 cm 
2 177,17 1,5 266,0 344,6 610,6 1,33 
3 106,23 0,75 79,8 610,6 690,4 1,48 
4 55,93 0,75 43,95 690,4 134,35 1,60 
5 — 16,62 1,5 — 24,95 ' 734,35 709,4 1,54 
6 — 101,37 1,0 — 101,37 709,4 608,0 1,32 
T — 175,24 1,5 — 263,0 608,0 345,0 0,75 
8 — 227,89 1,5 342,0 345,0 — — 
In Fig. 85 sind beide Biegungs- 
linien miteinander verglichen. -- / 
Die größeren Ordinaten entsprechen PA 
dem Fall veränderlicher Trägheits- 
momente. Reg 
o Beispiel für ein Fach- Fig. 85. 


werk. Es sei die Biegungslinie des 


Untergurts des in Fig. 42 dargestellten Fachwerkträgers unter der 
dort angegebenen Belastung zu bestimmen (vgl. S. 53). 

In Pe 8S6 ist das System nochmals angegeben. Die Spann- 
kräfte S, sind an die einzelnen Stäbe angeschrieben. Die in Klammern 


beigefügten Zahlen geben die Werte F an. Sämtliche Größen sind 


in t und cm angegeben. Alsdann sind die w-Gewichte bestimmt 


nach Gleichung (40) (vgl. S. 73) 
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Dre YSS. 


Die Werte S’ sind aus den Fig. Sba bisd zu entnehmen. 


ES S ke 


E-w, = 7,235-1-7,5 — 6,622-1- 
* L 10.233- 1.414- 10, s08 — 10.983. 1.414. 10.606 


== 103,938 
E- w, = 7,092-1-15.0 
= 106,383 
E- w, = 6,622 -1 -22,5 
= 149,006 


E-w, = 7,092-1-30 
— 2-10,233-1.414- 10,606 
= 519,728 


39. Verschiebungsplane ul 


Die weiteren elastischen Gewichte ergeben sich aus der Symmetrie. 
Infolge der w-Gewichte entsteht ein Auflagerdruck von 


A = 103.938 — 106.383 — 149.006 — 1 -519.728 = 619.191. 


Die weitere Rechnung erfolgt wiederum tabellarisch. 


, ER At 

e Ra i=l Um-ı Mn 32V em 
1 103,938 619,191 == 619,191 0,28 

2 106.383 515.253 619,191 1134,445 0,52 

3 149,006 408,870 1134445  1543,315 0,70 

4 519,725 259,864 1543,315 1808,179 0,82 


Die Ordinate 0.82 cm im Knotenpunkte 4 stimmt mit dem auf 
S. 54 berechneten Werte überein. 

Von einer graphischen Darstellung der Biegungslinie mag hier 
abgesehen werden. 


Zeichnerische Methoden zur Ermittelung der 
Formänderungen. 


$9. Verschiebungspläne*. 


Die Arbeitsgleichung bietet ein Mittel, eine Komponente einer 
Verschiebung in bestimmter Richtung zu bestimmen. — Durch Auf- 
zeichnen der Biegungslinien werden die vertikalen Verschiebungs- 
komponenten (Durchbiegungen) der Systempunkte gefunden.- 

Manchmal ist es aber von Interesse, die vollständigen Ver- 
schiebungen von Punkten eines Tragwerks, etwa der Knotenpunkte 
eines Fachwerks, zu bestimmen, d. h. den eigentlichen „Verschiebungs- 
plan“ des Systems darzustellen. Die hierzu geeigneten Verfahren 
sollen im folgenden besprochen werden. 

a) Das Stabzugverfabren. Es handle sich um die Ver- 
schiebungen des in Fig. 87 dargestellten Stabzuges, der einem voll- 


Fig. >T 


1) Die in diesem Paragraphen behandelten Aufgaben kommen nur dann 
in Frage, wenn man von allen oder einer größeren Anzahl von Systempunkten 
die vollständigen Verschiebungen sucht, ein Fall, der in der Baupraxis ver- 
hältnismäßig selten auftritt. — Nähere Angaben finden sich in der Graphischen 
Statik von Müller-Breslau, Bd. IL 
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wandigen System oder einem Fachwerk angehören kann. Die einzelnen 
Stäbe haben die Längen s,. s,.... und sind um die Winkel #,. d,,... 
gegeneinander geneigt s. Fig. 87). 

Für die Anwendbarkeit des hier in Frage stehenden Verfahrens 
ist folgendes vorausgesetzt: 

Es müssen bekannt sein die Längenänderungen Ís der einzelnen 
Stäbe des Stabzuges sowie die Winkeländerungen Jä: ferner muß 
von einem Stabe die Verschiebung eines Punktes und die Drehung 
gegen eine angenommene feste Richtung gegeben sein. 

Diese Werte sind vorher durch Rechnung festzulegen. In unserem 
Falle ist bei O ein festes Lager angenommen. so daß die Ver- 
schiebung des Punktes U beim Stabe s, =0 ist). Die Drehung 
Id, des Stabes s, wird mit Hilfe der Arbeitsgleichung bestimmt: 


i Je P N. Ai 
Ad, =| a’ Mas 5 ] N Nfs 


EJ EF ` 

MI und X’ bedeuten die Momente und Normalkräfte infolge der 
Belastung 1 in Richtung der gesuchten Drehung, d.h. eines Kräfte- 
paares 1 am Stabe s,. Handelt es sich um ein Fachwerk. so gilt 
die Gleichung: ` 


wo S’ die Spannkräfte des Systems infolge jenes Kräftepaares 1 dar- 
stellen. Die Größen M,, N, und S, entsprechen der Belastung P,, 
für welche der Verschiebungsplan bestimmt werden soll. — Zur Be- 
rechnung der Winkeländerungen 19 dienen die Gleichungen (35) 
bzw. (36). Die Größen Js erhält man aus den Normalkräften N, 
bzw. Stabspannkräften S,- 

Nach Erledigung dieser Vorarbeiten ergeben sich die Verschie- 
bungen der Systempunkte 1,2,... wie folgt. 

In Fig. 88a sind die ersten Teilstrecken s,, Sa, S der Bogen- 
achse in vergrößertem Maßstabe aufgetragen. Um die neue Lage I 


Fig. 88a. 


des Endpunktes 1 des Stabes s, zu finden, ist zunächst die Längen- 
änderung As, von 1 aus aufgetragen, was den Punkt 1’ ergibt. Senk- 


. _b Würde etwa ein Balken mit drei Rollenlagern vorliegen, so wäre auch 
die Verschiebung eines solchen Lagerpunktes vorerst zu berechnen. 
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recht zur Stabrichtung ist sodann die von der Stabdrehung. d.h. 
der Änderung _1d, des Winkels #, herrührende Verschiebung an- 
zutragen. Diese hat den Wert is, — Js! 1d,. wofür wir, da es sich 
um sehr kleine Verschiebungen je handelt. s, 1%, setzen und die 
Tangente statt des Bogens einzeichnen. Damit ergibt sich die Lage I 
des Punktes 1. 

Wird nun zunächst angenommen. daß der Stab s, mit s, ver- 
bunden ist und deshalb die Lagenänderungen von s, mitmacht, selbst 
dagegen keine Form- und Lagenänderungen erleidet, so erhält man 
die durch die Verschiebung von 1 nach I bedingte Lagenänderung 
des Punktes 2 auf einfache Weise wie folgt. Man zeichne I 2’ parallel 
und gleich s,. trage senkrecht zu I 2’ in 2’ den Einfluß der Ver- 
drehung um 28. nämlich X 2” —= s, 1P, an. Dann gibt 2” diejenige 
Lage von 2, die für den Punkt 2 lediglich aus der Lagenänderung 
des Punktes 1 folgt. Denn man erkennt. daß sowohl der Stab s, 
als auch der Winkel bei 1 (bzw. I) ihre ursprünglichen Größen bei- 
behalten haben. — Hierzu kommt nun noch diejenige Verschiebung 
von 2, die aus der Längenänderung Is, und der Verdrehung dô, 
des Stabes s, sich ergibt. Wir tragen 2” 2” = As, von 2” in der 
Stabrichtung auf und senkrecht zur Richtung von s, den Beitrag der 
Verdrehung. d.h. den Wert 2” II=s,19,. Damit ergibt sich die 
endgültige Lage II des Punktes 2. — "Betrachten wir jetzt die Ge- 
samtheit der Einzelwege. aus denen sich die Verschiebung 2 II des 
Punktes 2 zusammensetzt. so erkennt man folgendes. An die Ver- 
schiebung 1 I (=2?}) des Punktes 1 ist in der Richtung des Stabes 
Sa seine nr Js, und senkrecht dazu die Strecke 


es As, o0 
angetragen. — Ebenso würde man die neue Lage III , D 
des Endpunktes 3 von s, finden, indem man an die QN \ 
vorhin gefundene Verschiebung 2 II in II zuerst As, N\ 
in Richtung von », und senkrecht dazu | N 
2s = ss la Aë T 10a) = ër Gi la 7 
anträgt, und so fort. — Man erkennt aus Fig. 85a, Al 
daß die Verschiebung von 2 durch den Linienzug y 
2 — 7 — 2” LU gegeben ist und außerhalb der System- ISA 
figur gesondert SES werden kann. Dabei wird \i 
man die Größe s, 19, + sa 10, = s,y,, die in Fig. 88a E z 
getrennt aufgetragen wurden, zusammenziehen. | I 
Diese gesonderte Darstellung ist in Fig. 88b ge- | H 


geben. — Von dem Ausgangspunkt O (Pol des Ver- 193 
schiebungsplanes) trägt man die Längenänderung As, } 
des Stabes s, auf und senkrecht dazu die infolge der 
Stabverdrehung auftretende Komponente der Verschie- N 


bung des Stabendpunktes 1. Diese hat den Wert 
ld 


= 


d. b. Stablänge multipliziert mit der Winkeländerung. Auf diese 


I 
Fig. 88b. 
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Weise ergibt sich die Lage I des Endpunktes 1 von s; die Gesamt- 
verschiebung von 1 ist durch den Strahl O I dargestellt. — In I 
wird alsdann js, parallel zur Richtung s, und senkrecht dazu 
a Ae Y1 = Sa Ja JI aufgetragen, wodurch sich die Lage II 
des Punktes 2 ergibt. — Die Gesamtverschiebung von 2 ist durch 
die Strecke OLH gegeben. 

In dieser Weise ist fortzufahren. Aus Js, und 9, zs ës! Ja 
— 18, -++ A= sz: y'a findet man III usw. Die Strahlen On’ geben 
die gesuchten vollständigen Verschiebungen der einzelnen Punkte n. 


Vereinfachung des Verfahrens für den Fall, daß die 
Biegungslinie bereits vorliegt. Im Vorigen waren außer den 
Längenänderungen Je auch die zweiten Verschiebungskomponenten o 
zu berechnen. Statt der letzteren können auch die vertikalen Ver- 
schiebungskomponenten benutzt werden, die aus der Biegungslinie 
zu entnehmen sind. Liegt daher die Biegungslinie vor, so ergibt 
sich der folgende Weg zur Darstellung der vollständigen Verschie- 
bungen. 

Vom Pol O aus "Pie 89) wird die Längehänderung ds, in 
Richtung von s, aufgetragen. Senkrecht hierzu erfolgt die Ver- 


drehung des Stabes s,; das Lot, welches den Einfluß dieser Ver- 
drehung darstellt, ist nun bis zu der Horizontalen durch den Punkt 1” 
der Biegungslinie durchzuziehen. Denn die Vertikalkomponente der 
Gesamtverschiebung O 1’ muß gleich der entsprechenden Ordinate 
der Biegungslinie sein. — Nachdem so 1’ gefunden ist, wird Je, 
an 1’ angetragen und der dazu senkrechte Strahl bis zur Horizon- 
talen durch 2” verlängert, wodurch sich 2’ ergibt. — Entsprechendes 
gilt für die folgenden Punkte; die Strahlen On’ stellen wieder die 
vollständigen Verschiebungen dar. 

b) Verschiebungsplan eines Fachwerks nach dem Williot’schen 
Verfahren. Zur Auffindung der Verschiebungen der Knoten- 
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punkte eines Fachwerks dient ein Verfahren. welches auf der wieder- 
holten Anwendung der folgenden Aufgabe beruht. 

Ein Knotenpunkt c ist gegen zwei Punkte a und b., deren Ver- 
schiebungen bekannt sind. durch zwei Stäbe ac und bc festgelegt 
Fig. 90. Um die Verschiebung von d zu finden, beachte man. daß 


> 
Sz 
a c 
Fig. 90 
A 4 
H EI 
a = dës 
r 
D 
Pa 
Je 
Fig. 90a. 


diese gegeben sein muß durch die Längenände- 
rung Js und die Lagenänderung (Verdrehung) 
Jo der beiden Stäbe ac und bc (Fig. 90a). 

In Fig. 90a sei der Punkt 3 durch zwei 
Stäbe s, und s, gegen die Punkte 1 und 2 fest- 
gelegt, die einem Fachwerk angehören mögen. 
Die Verschiebungen iI und 211 der Punkte 1 und 2 seien irgend- 
wie vorher ermittelt, also bekannt. Auf Grund ähnlicher Erwägungen 
wie im Abschnitt a finden wir die Verschiebung 3III wie folgt. — 
Nehmen wir wiederum zunächst an. die Stäbe s, und s, machten, 
ohne ihre Richtung und Länge zu ändern. die Verschiebungen von 
1 bzw. 2 mit; dann würden sie in die in Fig. 90a durch I3” und 
113” gegebenen parallel verschobenen Lagen kommen; hierbei wäre 
ihre Verbindung in 3 zunächst als gelöst zu betrachten, so daß 
Punkt 3 als Punkt des Stabes s, nach 3” und als Punkt des Stabes 
sa nach 3’ gelangen würde. — Nun ändern aber die beiden Stäbe 
ihre Länge und ihre Richtung; s, ändert sich um Is, und s, um 
Js, (hier ist As, negativ angenommen). und diese Größen sind in 
3° bzw. 3” in Richtung der Stäbe angetragen. Die Drehung der 
Stäbe s, und s, erfolgt senkrecht zur Stabachse und wird somit 
durch die beiden Lote zu den Stabrichtungen dargestellt; der Schnitt- 
punkt III dieser Lote ergibt die neue Lage von 3. so daß 3III die 
Verschiebung von 3 darstellt. Wir zeichnen wiederum den zur Be- 
stimmung von III benutzten Linienzug außerhalb der Systemfigur 
gesondert heraus (Fig. 90b). Im Verschiebungsplan (Pol O) sind die 
Verschiebungen O I und O II der Punkte 1 und 2 gegeben (I und II 
stellen zugleich auch die Lage 3’ bzw. 3” des Punktes 3 dar, die 
wir in Fig. 90a zur Ermittelung der Endlage -III benutzten). An I 


Dr Untersuchung elastischer Formänderungen. 


wird in Richtung des Stabes s, die Längenänderung Js, und in II 
in Richtung des Stabes ~, die Größe Is, angetragen. Die Lote in 
den beiden Endpunkten von Js, und Is, senkrecht zu den Stab- 
richtungen liefern die gesuchte Lage III des Punktes 3. 

Zur Ermittelung des Verschiebungsplanes eines Fachwerks sind 
zunächst die Längenänderungen ‚Is der Stäbe zu berechnen. Weiter- 
hin müssen. damit der vorstehende Lösungsweg angewendet werden 
kann, von einem ersten Stab, dem Ausgangsstab. die Verschiebungen 
der Endpunkte gegeben sein. Daher muß auch hier, wie bei der 
vorherigen Lösung (Abschnitt a), die Aufgabe damit beginnen, von 
einem ersten Stab die veränderte Lage, d.h. die neue Lage seiner 
Endpunkte, zu berechnen. Dies soll zugleich mit der Darstellung 
des Verfahrens an einigen Aufgaben erläutert werden. 


Beispiele. 

1. Wir beginnen mit einem besonders einfachen Fall dem in 
Fig. 91 dargestellten Kragträger. Da das Lager bei a ein festes und 
bei b ein bewegliches ist, so ist 

ANZ Ze ZZ die Lage von H ohne weiteres 
durch die Längenänderung Is, 
gegeben; denn b kann sich gegen 
den Punkt a (zugleich Pol Ou 
welcher unverschieblich ist, nur 
in Richtung von s, bewegen; die 
Drehung von ab ist also gleich 
Null. Hier ist somit die Aus- 
gangsstrecke oU. welche die neue 
Lage der Endpunkte eines ersten 
Stabes darstellt, ohne weiteres ge- 
geben. — Punkt c ist gegen a 
und b durch die Stäbe S3 und s, 
festgelegt. Von a’ aus ist also 
Is; und von H aus Js, in Rich- 
tung von s, bzw. s, anzutragen. 
Die Lote auf beiden Richtungen 
ergeben d. — Punkt d ist gegen 
a und c durch die Stäbe s, und 
s, festgelegt. Daher sind die 
Strecken Js, von a’ und Js, von 
d anzutragen. Die Lote auf bei- 
den ergeben den Punkt d — 
Damit ist der Verschiebungsplan 
gegeben. Die vom Pola’ aus ge- 
messenen Strahlen dd und od 
dd’ ergeben die vollständigen Verschie- 

bungen der Punkte c und d. 

Bezüglich der Richtung, in der die Längenänderungen As an- 
zutragen sind, gilt folgende Regel. Man trage Ís in der Richtung 
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an. in welcher der gesuchte Punkt sich gegen den bereits bekannten 
anderen Endpunkt des Stabes s bewegt. Ist z. B.. wie in unserem 
Falle angenommen wurde. s, gezogen. so bewegt sich b von a fort 
nach unten. Daher ist Is, von d aus nach unten aufgetragen. — 
Der Stab s, und ebenfalls s, ist gedrückt angenommen. so daß sich 
c auf a und b zu, d. h. nach links bewegt. Im Sinne dieser Be- 
wegung sind die Strecken 
Is, von a’ und Ís, von 
H aus aufgetragen. — Ent- 
sprechendes gilt für den 
Punkt d, wobei a, gezogen 
und s, gedrückt ange- 
nommen ist. 

2. Als Gegensatz zu 
diesem Beispiel des Krag- 


trägers soll nunmehr der CR 2 — ae 
in Fig. 92 dargestellte ein- S 1 
fache Balken auf zwei d Kë | 
Stützen besprochen werden. Woo | 
Erste Lösung: Hier Ké | | 
liegt bei keinem der Stäbe Pa Ki | | 
die Richtung fest. Von INg N | 
den Stäben s, und s, ist E N BR | 
die Verschiebung des Punk- "SI Si 
tes a gegeben (gleich Null; N l 
somit wäre, da die Größen IN # | 
As als berechnet anzu- I Ass | 
nehmen sind, die Verdre- 2975 
hung eines dieser Stäbe, Fig. 92a. 


etwa von s,, vorerst noch 
zu bestimmen. Zu diesem 
Zweck wird bekanntlich der Stab s, mit dem Kräftepaar 1 belastet, 


d.h. in den Endpunkten a und c des Stabes wird je eine Kraft i - 


2 1 
angebracht. Diese Belastung (P,=1) liefert die Spannkräfte S’. 
Dann ergibt sich die Verdrehung Jg, aus der Arbeitsgleichung 
, KS 
Je, =g Ss: 

Ist in dieser Weise Je, berechnet, so kann die Lage von c’ 
angegeben werden, und zwar auf dem vorhin (unter a) angegebenen 
Wege. Man trägt vom Pol a’ aus die Längenänderung ís, an und 
errichtet in deren Endpunkt ein Lot von der Länge 


DEER 

Der Endpunkt des Lotes ist der Punkt d — Damit ist die Grund- 

lage für die Anwendung der vorhin erläuterten Grundaufgabe ge- 

geben; denn alle weiteren Knotenpunkte sind gegen bekannte Punkte 

durch je zwei Stäbe festgelegt. 
Pirlet. Statik. IL 1. 


~] 
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Zweite Lösung: Soll es dagegen vermieden werden. durch 
Rechnung die Drehung eines Stabes e) und damit die Verschiebung 
eines zweiten Punktes bier ec} festzulegen. so kann auch die ver- 
schobene Lage irgendeines Stabes. etwa des Stabes s,, d.h. die Ver- 
schiebungen der Punkte c und d, zunächst willkürlich angenommen 
werden. Zeichnet man unter dieser Annahme den Verschiebungsp] an. 
so wird dieser den Auflagerbedingungen nicht genügen; für den Pun kt e 
wird sich, ebenso wie für den Punkt a. eine beliebig gerichtete Ver- 
schiebung ergeben, während e sich in Wirklichkeit nur horizontal 
und a überhaupt nicht verschieben kann. Daraus folgt, daß der erste 
Verschiebungsplan, der in Fig. 95 durch die Punkte a bis d gegeben 
ist, nachträglich korrigiert werden muß. 

Zu diesem Zwecke denke man sich das als starr betrachtete 
System derart gedreht, daß die Auflagerbedingungen erfüllt werden. 
d.h. in unserem Falle, daß die Gesamtverschiebung für den Punkt a 
gleich Null und für e horizontal wird. Die Bewegung CO. welche 
dabei ein einzelner Punkt i zum Pol hin macht, ist mit der Bewegung O/ 


Ge 0 des ersten Verschie- 
b A bungsplanes geome- 
ad Disch zu einer resul- 

Pá / tierenden Verschiebung 

Ta j i'i zusammenzusetzen 


(s. Fig. 93). Ee fragt 
sich also nur noch, wie 
der Verschiebungsplan 
für die nachträgliche 
Drehung sich ergibt. — 

Dreht sich eine 
starre Scheibe, die in 
Fig. 94a als einfaches 
Dreieck angenommen 
ist, um einen beliebigen 
Pol Ọ, so sind die Ver- 
schiebungen. die wir in 
gewohnter Weise als sehr 
klein annehmen, für die 
einzelnen Punkte a, b, c der Scheibe proportional der Entfernung r 
vom Pol und senkrecht zu den Polstrahlen Oa. Ob, Oc. 

Trägt man diese Verschiebungen aa”, bb”, cc” von einem Punkte O 
aus in der zugehörigen Richtung auf (Fig. 94b), so ist 


H# Zi. ' ; nn e D 
Oo": ONT: Oe =F Tpi o 


Da somit z. B. im Dreieck Oa”b” die Seiten Oa” und Ob” propor- 
tional den Polstrahlen Oa und Ob des Dreiecks Oab sind, ferner 
die entsprechenden Seiten aufeinander senkrecht stehen und daher 
auch die eingeschlossenen Winkel gleich sind, so sind die Dreiecke 
einander ähnlich. Dies gilt von jedem Einzeldreieck wie von der 
gesamten Figur. Insbesondere ist auch die der gedrehten 
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Scheibe bier abe entsprechende Figur ıa”b”c”, der System- 
figur sabcı ähnlich. und ihre Seiten stehen senkrecht zu 
denen derScheibe abe. ıEsist z.B. in Fig. 94 adi oe b"e” be 
ah" abı. 


Sind demnach zwei Punkte der Fig. 94b. etwa a” und 5”. auf 
(rund irgendwelcher Bedingungen gegeben. so kann die gesamte 
Ähnlichkeitsfigur gezeichnet werden. 


Beachtet man diese Eigenschaften. so ergibt sich für die Kombi- 
nation der beiden eingangs erwähnten Verschiebungspläne der folgende 
Weg. Als Beispiel diene wieder das in Fig. 92 benutzte Fachwerk. 
Der erste Verschiebungsplan sei unter der Annahme gezeichnet, daß 
von dem Stabe s,, dessen veränderte Lage willkürlich sein sollte, 
der eine Endpunkt d fest- 
liegt und c sich gegen d in 
der Stabrichtung um die Län- 
genänderung Je, verschiebt. 
Von dieser Annahme aus- 
gehend. seien die Punkte d. 
a',b',e' gefunden (Fig. 95). Mit 
diesen Verschiebungen sind 
diejenigen zusammenzusetzen, 
die durch eine Drehung des 
Systems entstehen, so daß 
die endgültigen Gesamtver- 
ee oda, GH, 

"e sich ergeben. Vy on diesen 
e die erste, nämlich oa 
gleich Null sein, da a sich 
nicht verschiebt, die letzte 
ee muß horizontal sein, da 
e sich auf der Horizontalen 
bewegt. Der Punkt e” muß 


| 
| 
l 
! 
! 


also auf der Horizontalen ESA 
durch d liegen, und der Ae 5 Is 
Punkt a” muß mit o zusam- Fig. 95. 


menfallen. Der zweite geome- 

trische Ort für e” ergibt sich aber daraus, daß a”e” senkrecht zu ae 
(Systemfigur) liegen muß. Damit ist e” gegeben, ër es bleibt nur 
noch über a”e” die dem System ähnliche Figur einzuzeichnen. Deren 
Lage ist dadurch gegeben, daß die einzelnen Seiten senkrecht zu 
den entsprechenden Seiten der Systemfigur stehen müssen. — Damit 
sind die gesuchten wen gefunden; sie sind durch 
die Strecken b”b'...., giel dargestellt?). 


n e” 


1) Es sei noch darauf hingewiesen, daß die vertikalen Komponenten der 
durch den Verschiebungsplan gefundenen Verschiebungen mit den Ordinaten 
der Biegungslinie des Systems übereinstimmen müssen. 


m 
TF 
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Zur weiteren Erläuterung der Ausführungen über Formände- 
rungen und Biegungslinien ist in dem hier folgenden Anhang ein 
Zahlenbeispiel ausführlich behandelt. 

ei Anhang: Zahlenbeispiel. 

Es sollen die Formänderungen des in Fig. 96 dargestellten Fachwerk- 
trägers unter der angegebenen Belastung untersucht werden. Die Ermittelung 


ZO 


Fig. 96. 


der Stabspannkräfte hat das in der folgenden Tabelle angegebene Resultat 
geliefert. Die Tabelle enthält auch die Stablängen und die Querschnitte; be- 
stimmte Profile sind hierfür nicht angerrommen. 
I. Zuerst sollen einige Verschiebungen bestimmt werden, und zwar: 
1. die Senkung des Punktes 4, 
2. die horizontale Verschiebung des Punktes 12, 
3. die Drehung der Geraden V,. 
Hierfür wird die Arbeitsgleichung benutzt: 
Games SS 
Eik - Ns. 


Die Belastungen 1 in Richtung der gesuchten Verschiebungen sind in 
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P 1 
D z 
Fig. 97b. 


den Fig. 9Ta—c dargestellt. Sie erzeugen 
die in der Tabelle angegebenen Spann- 
kräfte S, & und S”. Die Bildung der 
Summenausdrücke ist dann in der Tabelle 
durchgeführt. 

Mit den aus der Tabelle entnom- 
menen Summenwerten ergeben sich fol- 
gende Verschiebungen, wobei der Elasti- 
zitätsmodul zu 2000 t'em? angenommen ist: 


2 
1. Senkung von Punkt 4 ist 9382:85 = 0,466 em, 
2000 
2. Horizontalverschiebung von Punkt 12 ist Zeie: = 0,198 cm, 
2,735 


3. Drehung von V, (in Bogenmaß) ist = 0,001837. 


2000 


Einheiten in t und em, 


Siah Spannkraft ‚Querschnitt Stablänge Si s E. Is| Sinit ES Is Sini ES” Is S ini BS” is 
Sint | Finem | sinem | # | 
1 [i 

0, - 9,5 25 150 | —1350 0,75 -101,20 | | o5 — 833,75 | -p 00095 | — 0,887 

O, — 15,0 18 150 — 125.0 15 | 187,50 | Laun  — 62b "0,005 | — 0,625 

0, -— 15,0 18 150 — 125,0 — 1,5 | 187,50 4 0,5 — (2,5 -| 0,005 — 0,625 

O, + 225 25 150 -} 185,0 uh — 101,25 | 4 0,75 110125 | -} 00075 | Uu 

2, -H 60,0 70 150 + 128,57 (un -128,57 eg 

O, |-| 60,0 70 150 -}- 128,57 == Jun -| 128,57 

U, - 25 150 — — | 1,0 — = 

U, TE 25 150 } 135,0 (unn 110125 f -| 073 Lina. 0,0085 | — 0.887 

U, = BB 25 150 — 135,0 "0,750 — 10125 | -| 0250 — 38,75 | — 0,0075 | -| 1,012 

U, — 10,0 100 150 — 135,0 — — — 0,0010 | 1,950 

U, — 94,86 100 158,1 — 149,97 _ e W 

U, — 68,24 70 158,1 — 142,88 = = se = 

T — 35,0 Au 100 - 87,5 1-05 | oasa] | 0167 — 14,588 | | 0,0017 | — 0,116 

v - 15,0 18 100 — 83,98 0,5 | 41,67 | 0,167 — 13,889 | -| 0,0017 - 0,139 

V, — 20,0 un 100 — 80,0 eg em == e = 

y, — 45,0 50 100 — 900 0,5 -| 45,0 — 0,167 15,0 — 0,0017 | 0,150 

v, — 75,0 80 100 98,75 — 0,5 -H 46,87 | — 0,167 | 15,625 | — 0,0017 LI 0,196 

V; — 20,0 25 50 — 40,0 - -== — m= _ 

D, -}- 27,045 30 180,3 + 162,54 H 0,901 | 146,99 0,3 ës 4R TGR 0,008 = (ABS 

D, — 9,015 10 ona ` — 162,54 | 0 — 146,3 | 4 | 48,762 | — 0,003 | 0,488 

Di | 45,075 D0 1803 | | 162,54 -4 0,901 € — 146,53 pos | 48,762 } 0,008 1 0,488 

D, + 81,135 90 180,3 | 4162,54 | -4 0,901 — 116,58 | In | 48,762 | 10,003 | 0,188 

D, -+ 31,62 35 158,1 | | 142,88 SS rt Les a u == Sa 
Pendel P | — 105 120 200 | — 175,0 — 0,5 ı 1875 - 0,167 I 29,167 | — 0,0017 | v2 

X- = -4 982,85 Y= -} 395,984 Yo ram 


auggdsäungaiymasa 8 8 
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II. Weiterhin soll nunmehr die Biegungslinie des Untergurts für die 
gegebene Belastung festgestellt werden. Hierzu bedarf es der Bestimmung 
der elastischen Gewichte. 

Diese sollen zuerst bestimmt werden nach der Formel CG). Au 


Ems XS- ZS ze EI le E. 


In Fig. 93 ist die Systemfigur dargestellt, und an die einzelnen Stäbe 
sind die Werte E. fs sowie die Spannungen « int em}: angeschrieben. Die 
Werte S’ sind aus den Fig. 99a—e zu entnehmen. 


7 6_ 135 ö__ 72857 71 128,57 12 


<Ha 3 “I5 & -725 


Fig. 99a. Fig. 99d. 


Fig. 99e. 


Í (— 0,0067)-(— 87,5) (mp) 
AE 
TI +0012 -16254 (D,) D 
ie eg TEE EH 
+(— 0,010) -(— 135,0) (05 
+0,010 - 135,0 (U) 
( hen 83,33) (9,) 
+(— 0,0067)-(— 900) E 
ml +02 -(— 162,54) (Da l am 


‚| 

+ 0,012 - 4162,54 (Dp { 7 
-+ (— 0,010) -(— 125,0) (O,) 

+ (— 0,010) -(— 125,0) {0,) 
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— 1,0067 - — 00 Vy, | 
— — 00067 - — 93,75 Vat 
_j= ze BE 6 Dya , 
wë Së — 0012 — 16254 ıD, (7 a 
— 000 -— 135,0) E: 
(10,010 -— 1350 104) 
2000 -{— 93.75) T, 
1 0,012) - — 162,54 D. 
E-w,— t — — 0,0105 - — 14253 (D; (781. 
I 000 135,0 AË 
\ — 0,0105 -ı— 149,97) (T/, ] 
(— 0,0067; (— 93,75117,) 
— 0,0211 — 142,3 E 
Eu, = 3 — (— 0,0200: — 128.57 (0) ; = — 452 
—(— 0,0200: — 123,57 | 
+ 0,0211 (— 142,83} (T,) 


Außerdem gilt für die Bestimmung der elastischen Gewichte die Gl. :39 
E- Un E-i Dm — Gy? tg Fm + Gn' tg Pr- 


Es handelt sich um die Biegungslinie des in Fig. 100 durch stärkere 
Linien gekennzeichneten Stabzuges, d. b. des Untergurts. Die Winkelände- 
rungen 19 sind umgekehrt gleich den Wınkeländerungen 49, so daß auch gilt: 


E Wn = — E 1i Om —On tg Im En On‘ tg En- 


Die Winkel W setzen sich aus einzelnen Winkeln des Fachwerks zu- 
‚zusammen; die Winkeländerung von 49, ist zum Beispiel (s. Fig. 100): 


Fig. 100. 


EI, = RA = —- El, — iut de). 


Die Winkeländerungen Je sind nach Gl. (36) zu bestimmen. Somit ist 
die Entstehung der Ansätze für die elastischen Gewichte (s. folgende Seite) aus 
den angegebenen Formeln zu erklären. 

NB. In den folgenden Zahlenrechnungen sind neben den einzelnen Zeilen 
diejenigen Stäbe (0. U. D, V} angegeben, deren Spannungen in diesen Zeilen 
vorkommen. i 


cotg GC = = : 
1 


tg cc, = 
cotg c, 1 


cotg c, =0. 
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Ka 157 0,375 — 0.301 — 0. ) Fa D, 
E- ui IE DV, 
I-% C E T, D,. D, 
SEN Am TE E ET e EH 
LA 15 - 
Be — 1,33 09011, — 0... YD 
1.5 = 
1. 170.583 —— 0.901) | 0, D, 
Ea=—} 15 , 
7 (70.833 — 0,901) — į... O; D, 
— 0... — 11-09 — 0,901; BE 
1,5 
=— DÉI 15.0068 —15-1.734— EL = 366. 
1.5 15- 
[- 001 -1- ug — aan — 09, KR nt 
Ew DK EC o, Se 
La. ge 1508 37—090 |F, D, 
Ha ke Lg MES = — 2,68. 
=> d 000 20,901 ug DVDT, 
E-w,=—} — 3140903 1— 0.940) — 10,93 —1—0.944,) $ D, T, D,Y, 
1 > 
—-, (— 0,944) U- 
d 
"1,838 1847-4 1,80 
E ; z =— 7,32. 
bez —-1,5-1.801 3 u 3 0.315 HI 
fe $ (— 0,937 — 0,903) SE 0,937 — 0,944 | T, D,T,T, 
EST —31-0,857 — 0,903) Ion. 
E- w- = — 
ó IS FOBBT ES 10 0,7, 
SE 0,944) — $ (— 0,908) IP, 
ET 2 Aus —3-1,100— 40,041) AE 


Es ergeben sich also auf Grund beider Berechnungsarten dieselben Werte. 

Mit den errechneten elastischen Gewichten soll nun zunächst die rech- 
nerische Ermittelung der Biegungslinie durchgeführt werden. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns einen einfachen Balken von der 
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ganzen Trägerlänge mit den elastischen Gewichten belastet und ermitteln zu- 
erst die Auflagerkräfte is. Fig. 191. 


d= -w w 
Gë "SS 


B = A — ¥ w = 7,663. 
Die weitere Berechnung geschieht in der üblichen Weise tabellarisch. 


5 4 d 2 
6 


m dm Am On "An Mri l Ii, a 

H — 3,423 150 — 513.45 — — 51345  — 0,2567 
2 — 3,197 150  — 479,55  — 513,45  — 3390  — 0,0169 
3 — 6,857 150  — 1028,55  — 33,90  — 99465  — 0.4973 
4 — 4,177 150  — 626,55 — 99465  — 1621,20  — 0,8106 
5 — 3,143 150 — 471,45 — 1621,20 — 1149,75  — 0,5749 
6 — 7,663 150  — 114945  — 1149.75 | — — 


Werden die Ordinaten aufgetragen, so ergibt sich das Polygon 
n -1—2?—3—-—5—t—0 (Ordmaten mk”; vgl. die allgemeinen Ausführungen 
in § 8a. Dies Polygon stellt noch nicht die Biegungslinie dar; die richtige 
Schlußlinie ergibt sich vielmehr aus der Überlegung, daß der Punkt O keine 
Verschiebung erfährt und daß der Knotenpunkt 9 am Kopf der Pendelsäule 
sich um ein bekanntes Maß senkt, nämlich um die Verkürzung der Pendel- 
säule. Diese ist aber ıs. Fig. 98, gleich sj = 0.0875 cm. So ergibt sich die 
Schlußlinie AB. Die Drehung der Schlußlinie aus der Lage O—O in die Lage 
A—B ist durch die Ordinate 0,0875 im Punkte 4 gegeben. Dieser Wert ist 
bereits die endgültige Verschiebung des Punktes 9, und somit sind die ge- 
suchten Durchbiegungen zwischen A—B und dem Polygon 0—1—2—3—4—5—6 zu 
messen (vgl. die oberen Zahlen in Fig. 102). 

In Fig. 103 ist die graphische 
Ermittlung der Biegungslinie dar- 
gestellt. (Vergl. das Zahlenbeispiel S. 84f. 
nebst den Angaben über die Maßstäbe.) 
Die Polweite H muß, wenn die Ordinaten 
im richtigen Maßstabe erhalten werden 
sollen, statt 1 den Wert 1-E haben, weil 
mit den E-fachen ı-Gewichten gerechnet 
wird. Wenn im Längenmaßstab 1:100 ge: 4 


zeichnet ist. muß die Polweite H= 200 


sein, oder H— wenn man die Fig. 102. 


5-200? 

Ordinaten im Maßstabe 5:1 erhalten 

will. Wenn dieser Maßstab, wie in Fig. 102, so auch in Fig. 103 gewählt werden 
9 

soll, muß die Polweite den Wert haben: H= Zog 4 (Einheiten). Hier 

sind die Werte in halber Größe aufgetragen. — 
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Die Festlegung der Schlußlinie geschieht hier genau so wie bei der rech- 
nerischen Ermittlung des Polygons. 

III. Die Biegungslinie liefert bekanntlich nur Verschiebungskomponenten. 

Zur Bestimmung dervoll- 

ständigen Verschiebun- 

gen dienen die Verschie- 

bungspläne. Das genauere 

Verfahren hierfür ist das soge- 

nannte Stabzugverfahren 

(5.91 ff.). Es möge ein Stabzug. 

der sämtliche Knotenpunkte 

enthält, in das Fachwerk ein- 

gelegt werden nach Maßgabe 

von Fig.104. Die Winkelände- 

` rungen dieses Stabzuges werden 

Fig. 108b. errechnet: es handelt sich hier 

stets um die an der unteren 


o \+2702 F -g702 0,002 3,076 
% 
Fig. 104. 


Seite des Stabzuges gelegenen Winkel. Die Winkeländerungen sind in Fig. 104 
eingeschrieben. Die Gleichungen für ihre Berechnung sind im folgenden ange- 
geben; zu beachten ist, daß sich einzelne Winkel aus zwei anderen Winkeln zu- 
sammensetzen und ferner bei den Knotenpunkten des Untergutes, z. B. 2, die 
Winkeländerung 189, = — lð ist ıs. Fig. 104. Die Berechnung der Winkel- 
änderungen erfolgt nach Gl. 29. die Spannurgen o sind in Fig. 98 angegeben. 


Winkeländerungen 1 4 | Stab!) 
18, =150— 0,901’ = — 1,352 U, D, 
Ia, = — CHEN 0,9 — 0,901 °= — 2,702 0, D, 
10, = 1,5 1,9 — (— 0,9011, = + 2,702 U: D. 
18 = > 1,5 — 0,833 — (— 0,901} = — 0.102 0, D, 
10, = T -4 0,901 — TEE 1,5 [0.901 — | —0.833) 736 | D, V, D0 
10, = 251 080,901) — 1,5 (— 0.9 — 0,901) = — 3.836 EDD, 
49, = 15 (0.9 — 0,901) = 0,002 0, D, 
10. =15(- 0,9 — 0,901) =— 2,702 U D. 

18, = 50,903 (0,944, = a Se D,0,D,;Y, 
10, =— 1 — 0,937 — 0,903, — 5 3. 0,937 — (— 0,944) WORT 
— 30,857 — 0,903; — 0.751 0, D, 

18,1 = 3 (— 0,903 — 0,857) — 5 — 0,903 — (— 0,8). = — 5.316 DO 


1) Diese Kolonne gibt die Systemstäbe an, deren Spannungen o in die 
nebenstehenden Werte 418 eingehen (vgl. Fig. 96). 
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Nunmehr ist noch von einem Ausgangsstabe die Drehung gegen eine 
feste Gerade zu bestimmen. Es ist nicht nötig, daß hierzu gerade der erste 


Stab benutzt wird. Hier werde vielmehr der Stab 9 fs,) ís. Fig. 104), dessen 
Drehung bereits berechnet vorliegt, als Ausgangsstab gewählt. 

Die E-fache Drehung von s, ist berechnet zu 2,735 im Sinne des Uhr- 
zeigers (s. S. 100). Der Stab s} dreht sich in derselben Richtung um 3,076 
i= 49,) gegen s.. also um den Winkel y = 2,735 — 3,076 = 5.811 gegen 
eine feste Gerade. Weiter folgt 

Wio == 5,811 — 0,751 = 5,060 
und 4. = 5,060 — 5.316 = 10,376. 
Für die Lote ergibt sich daher: 


g 


273,3 


Da = Y "RB >= 2,735 - 100 === 

Dun = Y'a "Sg = 811 > 153,1 = 918,1 
211 = for Sun — 3.060. 50 — 2353 
02 = Y'S 10,376-150 = 1556 


NB. Alle Verdrehungen sind multipliziert mit dem Elastizitätmodul E. 
Die Einheit, d.h. der Maßstab, ist also die gleiche M 


für die Lote o wie für die Längenänderungen Is; ý kk , 
[E-1s= - ` ; letztere finden wir in der Tabelle S.191. = j d 
\ / e 7 
Analog ergeben sich. unter Beachtung des Dre- \ ——— $ £ 
hungssinnes, rückwärts die Winkel und Lote o für d 7 / 
die Stäbe s, bass: es bedarf weiter keiner Erläute- \ e d 
rung zu der folgenden Rechnung. \ 7! 
p= 2,7385 — 2.702 = —0.033. Yo gi 
s; = 180,8., o, =— 59, AS) 
= 0,033 — 0,002 = —- 0,031. \/ | 
s=10 , g= 31. ° AA | 
= 0,031 — 3.336 - - — 3,805. Se er 
DEE o= — 573 . \ N 
y, = — 3,505 — 3,736 — — 0,069, 0" 3 
s= 100 , o= 69, mn 
Ppa = — 0,069 — 0,102 = — 0,171. f 
Sa = 180,3, o= — 30,8, l 
Pa = — 0,171 — 2,702 — — 2,531 i 
2=100 , 98-4238 . 
yn = — 2.581 —- 2,702 = — 5,233 . i 
s, = 1803. o, =— 943.5. i 
yn = -+ 5,283 — 1.352 = — 3,851. | 
s= 100 . 2 = — 388,1. i 
Mit diesen Werten 4s und o kann der Verschie- | 
bungsplan nach Maßgabe der allgemeinen Darlegungen | 
auf S. 92 ff. gezeichnet werden. In Fig. 105 ist die 
Konstruktion durchgeführt. Die sehr kleinen Werte | 
04: Ge, 0, Sind hierbei gleich Null gesetzt. Der Maß- ! 
stab sei derartig, daß einem Werte o= 225 eine 
Strecke von 1 cm entspricht. In Wirklichkeit entspricht | 
s ge ` 225 225 _ | 
einem Werte o = 225 eine Strecke von zu | 
0,1125 cem. Die Verschiebungen sind also im Maß- l 
stabe 1: 0,1125 im Verschiebungsplan dargestellt, d. h. e 


man erhält die wirklichen Verschiebungen, wenn man Fig. 105. 
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Eis 


zu 


5" 


dieWerte der Zeichnung mit 0.1125 
multipliziert. Zur Erläuterung des 
Verschiebungsplanes in Fig. 105 
sei noch folgendes bemerkt. 

Man kann von dem Punkt oi 
ausgehen und der Reihe nach die 
Verschiebungen der Punkte links 
8,77, 6°,..., 0’; wie rechts (10, 
11’, 12°; von der Geraden &—9 des 
Stabzuges (Fig. 104) bestimmen. 
Man erhält so den Punkt O, der 
sich nicht verschiebt (Pol des Ver- 
schiebungsplanes), und damit auch 
die durch die senkrechte und 
horizontale Komponente darge- 
stellte) Verschiebung des Punktes 
9 (Fig. 105.. 

Hierbei ist zu beachten. daß 
von der Drehung des Stabes s, 
gegen die ursprüngliche Richtung. 
d. h. gegen die Vertikale, ausge- 
gangen und als positive Drehung 
diejenige im Sinne des Uhrzeigers 
gewählt wurde. Die Werter stel- 
len also die Gesamtdrehungen der 
einzelnen Stäbe gegen die Verti- 
kale dar, und aus ihrem Vorzeichen 
ergibt sich die Richtung, in der 
die Werte o==s-y' aufzutragen 
sind. So ist z.B. y, und damit 
auch o, positiv, also o, nach rechts 
aufzutragen; o,, ist ebenfalls po- 
sitiv, und das ergibt die aus 
Fig. 105 ersichtliche Richtung des 
‚auf 1U, errichteten; Lotes nach 
rechis unten und damit den Punkt 
10. Um 11’ zu erhalten, ist der 
positive Wert o,, nach rechts ein- 
zuzeichnen. Dagegen bewegt sich 
z.B. der Punkt 3, da o, negativ 
ist, nach links unten (sehr kleine 
Verschiebung‘. Der Wert o ist 
aber wiederum (von 3’ aus) nach 
links anzutragen, da einem posi- 
tiven o, eine Drehung im Sinne 
des Uhrzeigers entspricht Damit 
darf die Frage nach der Richtung 
der Lote o wohl als genügend 
klargestellt angesehen werden. 

Man hätte natürlich auch 
von dem unverschieblichen Fuß- 
punkt der Pendelstütze als Pol 
ausgehen und die horizontale und 
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vertikale Verschiebung von 9 durch Rechnung bestimmen können. Von 4 aus 
konnten dann alle weiteren Punkte in üblicher Weise bestimmt werden. 

Schließlich ist noch in Fig. 106 der Verschiebungsplan nach dem 
Williotschen Verfahren gezeichnet. Hierbei ist die Lage des Stabes 2: 
willkürlich angenommen, d.h. Punkt 2’ und die Richtung, und es ergibt sich 
ein Plan, der die Auflagerbedingungen nicht erfüllt. Der zweite Verschiebungs- 
plan (ähnliche Systemfgur; ergibt sich dann aus der Bedingung, daß Punkt O 
überhaupt keine Verschiebung erfährt, und daß die vertikale Verschiebung 
gleich der Verkürzung der Pendelsäule ist. 

Daraus folgt ohne weiteres, wie die ähnliche Systemfigur liegen muß. 

Der Maßstab ist 1:0,075. Denn die Werte E-4s sind im Maßstabe 150 
= ] cm aufgetragen. Also ist Is=1cem in der Zeichnung gleich 150: E 
= 150 :2000 = 0,075 cm. Die wirklichen Verschiebungen der Punkte i sind 


HIE, 


gleich ¿”i (s. S. 98). 
In Fig. 106 ist auch noch gezeigt, wie aus dem Verschiebungsplan die 


Biegungslinie gewonnen wird. Man hat nur nötig, die Vertikalkomponenten 
der Verschiebungen seitlich zu projizieren?;. 


III. Auflösung der Elastizitätsgleichungen. 


Die im vorigen Abschnitt dargestellte Berechnung der Ver- 
schiebungen des Grundsystems, d. h. der Koeffizienten der Elastizi- 
tätsgleichungen. bildet den ersten Teil der Behandlung einer jeden 
Aufgabe. Sind die Koeffizienten bestimmt, so bleibt im zweiten 
Teile die Lösung der Gleichungen. d. h. die Ermittelung der über- 
zähligen Größen. zu erledigen. Um diesen Teil der Aufgabe handelt 
es sich im folgenden. 

Die Auflösung von y» linearen Gleichungen mit » Unbekannten 
ist an und für sich einfach. Indessen bietet die zahlenmäßige Durch- 
führung der Aufgaben doch gewisse praktische Schwierigkeiten. die 
es nötig machen. zwischen verschiedenen möglichen Wegen zu wählen. 
Wir benötigen für den praktischen Gebrauch einen Rechnungsgang. 
der sich bei jeder Art und jedem Umfang der Aufgabe nach all- 
gemeinen Regeln schnell und einfach durchführen läßt, bei dem eine 
mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle möglich ist und die 
Einflüsse der unvermeidlichen Ungenauigkeiten der Rechnung sich 
möglichst wenig geltend machen. Gerade die Frage der Fehler- 
einflüsse ist von großer praktischer Bedeutung und muß beim Ver- 
gleich verschiedener Lösungswege an erster Stelle in Betracht ge- 
zogen werden. Es wird sich zeigen. daß ein an sich einfaches und 
naheliegendes Verfahren, nämlich die bekannte Rechnung mit Deter- 
minanten. welche bei rein mathematischer Behandlung der Aufgabe 
meist zuerst angeführt wird, sich für einigermaßen verwickelte Auf- 
gaben nicht als zweckmäßig erweist. Als empfehlenswerte Lösung soll 
ein allgemeines Verfahren angegeben werden, welches an die in an- 
deren Wissensgebieten verwandte. von Gauß gelehrte Eliminations- 


1) Zu dem bisher behandelten Kapitel über elastische Formänderungen 
vergleiche man die eingehenden Literaturverzeichnisse in den Lehr- 
büchern von Müller-Breslau und Mehrtens (s. Vorwort). 


110 Auflösung der Elastizitatsgleichungen 


methode anknüpft. Diese Lösung ist übersichtlich und für alle Auf- 
gaben. auch die verwickeltesten, gleich einfach anzuwenden; zudem 
gestattet sıe eine mit der Rechnung fortschreitende Kontrolle. 

Gauß hat die nach ihm benannte Eliminationsmethode ver- 
öffent.icht in der Abhandlung: „Disquisitio de elementis ellipticis 
Palladis...“ („Untersuchung über die elliptischen Bahnen der 
Pallas..." Diese Arbeit überreichte er am 25. November 1810 
der Göttinger Akademie der Wissenschaften. Seitdem ist dees Ver- 
fahren mit seinen zweckmäßigen Bezeichnungen in der Astronomie 
und Vermessungskunde allgemein angewandt worden und wegen seiner 
Vorzüge bis heute in Gebrauch gcblieben. Man findet z. B. eine 
nähere Darstellung in dem bekannten „Handbuch der Vermessungs- 
kunde“ von Jordan (I. Band, Ausgleichungsrechnung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate). 


A. Das allgemeine Verfahren. 


Darstellung der Unbekannten X als Quotienten zweier 
Determinanten »-ten Grades. 


$ 10. Allgemeine Darstellung der Ausdrücke für die 
Unbekannten X. 


Die Ausführungen zu diesem Verfahren sollen auf die einfachsten 
Fälle der zwei- und dreifach statisch unbestimmten Systeme be- 
schränkt werden; denn bei einer mehr als dreifachen Unbestimmt- 
heit werden wir diesen Weg nicht einschlagen. Der Gang dieser 
bekannten Lösung wird hauptsächlich deshalb hier nochmals ange- 
geben, weil er vielfach für einfache Aufgaben in Gebrauch ist. 

a) Aufgaben mit zwei Unbekannten. Die Elastizitätsgleichungen 
lauten: 

X,- [aa] + X, [ab] = — [am]; 
X, [da] — X,- [Lb] = — [bm]. 


Um X, zu bestimmen und X, zum Verschwinden zu bringen 
multiplizieren wir die erste Gleichung mit [bb], die zweite mit — [ab] 
und addieren beide. Man erhält: 

SS [am]-[5d] — [bm] - [ab] 
Fam — Taa) [b0] — [ba] [at] 

Ebenso findet man X,, indem man die erste Gleichung mit 

— [ba], die zweite mit [aa] multipliziert und beide addiert: 


[dm] - [aa] — Tom). [ba] 
[aa]: [bb] — [ba]-[ad] ` 
Die Ausdrücke im Zähler und Nenner heißen Determinanten, 
und zwar sind es hier Determinanten zweiten Grades. Man schreibt 
unter Verwendung der bekannten symbolischen Bezeichnung der 
Determinanten die Ausdrücke auch wie folgt: 


X, = 


s 10. Allgemeine Darstellung der Ausdrücke fur die Unbekannten X. 111 


amab CECR 
Ve es Jm, bb, E Yea ba] b m) 
"rn  Taalau "+  Taallab] 
[bai [vb ERT 


Die Nennerdeterminante ist für beide Werte X die gleiche; sie 
enthält die Koeffizienten in gleicher Anordnung, wie sie in den ge- 
sebenen Gleichungen stehen. 

Man unterscheidet horizontale) Zeilen und (vertikale; Kolonnen 
der Determinante: bekanntlich können die Zeilen mit den Kolonnen 
vertauscht werden. ohne daß der Wert der Determinante sich 
ändert. 

Die Zählerdeterminanten entstehen dadurch. daß in der Nenner- 
determinante eine Vertikalkolonne ersetzt wird durch die Absolut- 
glieder der Gleichungen, und zwar treten diese Absolutglieder bei X, 
an die Stelle der Koeffizienten von X,. bei X, an die Stelle der 
Koeffizienten von \,. Soviel ist zunächst bezüglich der Anordnung 
der Determinanten zu sagen. 

Was ihre Auswertung anbelangt, so erfolgt diese in dem ein- 
fachen Falle der Determinanten zweiten Grades durch kreuzweise 
Multiplikation der Diagonalglieder, wobei das zweite Produkt das 
negative Vorzeichen erhält. Über die Auswertung von Determinanten 
höheren Grades soll im folgenden Abschnitt das Notwendigste gesagt 
werden. 

b) Aufgaben mit drei und mehr Unbekannten. Die Elastizitäts- 
gleichungen für den Fall dreier Unbekannten lauten: 


Yp, [aa] + X,-[ab] X, -[ac)=— [am] 
X. [ba] r X, [bb] + X Dél [bm] 
X-lea] + X, [cb] X el [em] 


Bei mehr als drei Unbekannten wären die Reihen auf der 
linken Seite der Gleichungen entsprechend fortzusetzen. Auf die 
einfache Umformung der Gleichungen, welche zu den Werten der 
Unbekannten führt. soll hier nicht näher eingegangen werden. Es 
möge genügen, die Ausdrücke für die einzelnen Größen X im Hin- 
blick auf die Ergebnisse des vorigen Abschnittes anzugeben. 

Die Unbekannten X ergeben sich als Quotienten von Deter- 
minanten »-ten Grades, wobei in den Zählerdeterminanten die ein- 
zelnen Kolonnen der Nennerdeterminante durch die Absolutglieder 
ersetzt werden, ganz entsprechend dem vorhin unter a) besprochenen 
Fall. Bei Aufgaben mit drei Unbekannten entstehen folgende Aus- 
drücke: 

[am] [ab] [ac]! 
[bm] [bb] [de] 


a] [ab] [ac] Lë 
b 
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n 
© 


Da die Nennerdeterminante | bei allen X die gleiche ist. 
erhält man: 
ı [aa] [am] ae, 4 
X, =— + gal bon = =—7 
_ealicm]i[ce] 
und 
1 jaa}[ab] am] 
X= = bal ki hl = — 
[ea] [cb] em] 


hlas 


Die Anordnung der Determinanten entspricht also genau der- 
jenigen beim Fall zweier Gleichungen. 

Bezüglich der Auswertung der Determinanten sollen hier 
einige allgemeinere Gesichtspunkte angegeben werden. 

Jeder Einzelkoeffizient einer Determinante »-ten Grades hat eine 
sogenannte Unterdeterminante ("—1;-ten Grades. Hierunter 
versteht man diejenige Determinante (r — 1}-ten Grades, welche übrig 
bleibt, wenn man die Zeile und die Kolonne. welcher der betreffende 
Koeffizient angehört, wegstreicht. Ist z. B. nach der Unterdeter- 
minante des Gliedes [ac] in der ersten Zeile der Zählerdeterminante 
1, gefragt. so ist die erste Zeile und die dritte Kolonne zu streichen. 
und es bleibt die Unterdeterminante J,, zweiten Grades: 

Pe [bm] [bb] j 
sr [em] jcb] 

Zur Bestimmung der Unterdeterminante l,, des Gliedes [bb] 
der Nennerdeterminante wäre die zweite Zeile und die zweite Kolonne 
fortzustreichen. und man erhält: 

— [ea] [ae] 
BE [eale] ` 

Hierbei ist indessen jede Unterdeterminante mit einem be- 
stimmten Vorzeichen zu versehen. Um dies angebeben zu können. 
beachte man die folgende einfache Regel. Man numeriert, wie nach- 
stehend angegeben, die Zeilen und Kolonnen: 

1 2 3 
1 | 1 [aa] [ad] [ac] 
2 Tel [bb] [be] 
[ca] [eb] [ce] 

Gehört das Glied, dessen Unterdeterminante gesucht wird, der 
iten Zeile und der Lien Kolonne an, so ist das Vorzeichen der 
Unterdeterminante positiv, wenn (i — k) eine gerade, dagegen negativ. 
wenn (i—-k) eine ungerade Zahl ergibt. 

4J,, würde also das positive Vorzeichen erhalten. weil [@c] der 
3-ten Kolonne und der 1-ten Zeile angehört und 3- 1 = 4 eine 
gerade Zahl ist. Dasselbe gilt für J,,(2+2==4) Dagegen würde 
die zu [ab] gehörige Unterdeterminante das negative Vorzeichen 
haben, da [ab] der ersten Zeile und der zweiten Kolonne angehört 
(2 — 1 = 3 = ungerade). 
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Nach diesen einleitenden Erklärungen kann die Auswertung 
einer Determinante angegeben werden. Jede Determinante v-ten 
Grades stellt sich nämlich dar als ein Aggregat von »-Produkten; 
den ersten Faktor dieser Produkte bilden die einzelnen Glieder irgend- 
einer Reihe (oder Kolonne), während als zweite Faktoren die zu den 
betreffenden Gliedern dieser Reihe gehörigen Unterdeterminanten 
einzusetzen sind. Welche Reihe dieser Darstellung zugrunde liegt. 
ist gleichgültig. Bei den Zählerdeterminanten wird man zweckmäßig 
die Reihe der Absolutglieder, multipliziert mit ihren Unterdeter- 
minanten, anschreiben. 

Hiernach erhält man z. B. im Falle dreier Unbekannten für 


DEE den folgenden Wert 
am. [ba] [be] [aa] [ac] _ tn). [aa] [ac] 
vo oe [ca] [ec] Keck [ca] fee] ML fba] [be] 
GER [bb] [be] [ab] [ac _ [ab] [ac] * 
[aa] ki [ec] — Del: [en] [ee] — el: fon] fe] 


Man beachte die Vorzeichen; die Zählerdeterminante ist nach 
den Gliedern der zweiten Kolonne (Absolutglieder), die Nennerdeter- 
minante nach den Gliedern der ersten Kolonne aufgelöst. 

In diesen Ausdruck könnte man für die Unterdeterminanten 
2. Grades die früher angegebenen Aggregate einsetzen. — Durch 
diese Art der Auflösung der Zählerdeterminanten erhält man die 
Absolutglieder. d. h. die von der äußeren Belastung abhängigen 
Werte, als Faktoren der Unterdeterminanten (D —1)-ter Ordnung. 
Diese Form des Ausdrucks ist ihrer Übersichtlichkeit wegen sowie 
auch für die praktische Verwendung zweckmäßig, wie sich im folgenden 
noch näher zeigen wird. 

Bei Systemen von »-facher statischer Unbestimmtheit 
gelten die gleichen Regeln. Bezeichnet man wie bisher die Nenner- 
determinante mit J, die Zählerdeterminante einer Unbekannten X, 
mit 4;, so stellt sich X, in der folgenden Form dar: 


= — 4 lan] 1,4 [m] It. ..+[am]-4,,3 (0) 


nis 


Hierbei bedeutet allgemein 41,, die Unterdeterminante des Gliedes 
[km], d h. jene Determinante (v — 1)-ter Ordnung, welche von der 
Determinante der gegebenen Gleichungen übrig bleibt. wenn man 
die Zeile und Kolonne des Gliedes [km] wegstreicht, wobei das Vor- 
zeichen der Unterdeterminante nach der vorhin angegebenen Regel 
festzustellen ist. In J,, gibt der erste Index E die Zeile, der zweite 
i die Kolonne an, der das Glied [im] angehört. Denn bei Bestim- 
mung von X, ist die Reihe oder Kolonne der Koeffizienten von X,, 
also [ai], [bi], ..., [ni] zu ersetzen durch die Absolutglieder [am], 
[bm], ..., [nm]. 

Pirlet, Statik. IL. 1. 8 
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Diese wenigen Angaben über die Rechnung nach dem all- 
gemeinen Verfahren für die einfachsten Fälle mögen für die hier 
vorliegenden Zwecke genügen. 


$ 11. Die verschiedenen Arten der Anwendung der Ausdrücke 
für die Unbekannten X. 


a) Untersuchung des Einflusses ruhender Belastung. Die 
Ergebnisse des vorigen Paragraphen ermöglichen ohne weiteres die 
Angabe der Werte A. wenn alle Koeffizienten, sowie auch die Ab- 
solutglieder der Elastizitätsgleichungen berechnet vorliegen. Nun sei 
schon hier darauf hingewiesen, daß wir — bei jeder Art der 
Lösung der Gleichungen — die von der äußeren Belastung 
unabhängigen Koeffizienten stets zuerst berechnen, sowohl 
bei ruhender wie bei beweglicher Belastung. — Bei der 
Untersuchung des Einflusses ruhender Belastung werden auch die 
Absolutglieder, also die von der äußeren Belastung abhängigen Werte, 
berechnet. In diesem Falle sind also alle Größen, die in den Deter- 
minanten vorkommen, gegeben, und die Bestimmung der Werte X 
kann nach den im vorigen Abschnitt angegebenen Gleichungen und 
Regeln erfolgen. Zu den Aufgaben mit ruhender Belastung ist dem- 
nach nichts weiteres zu sagen. 

b) Untersuchung des Einflusses beweglicher Belastung. Ein- 
Hußlinien der Unbekannten X. Handelt es sich, wie bei den Auf- 
gaben des Brückenbaues, um die Untersuchung beweglicher Belastung, 
so legt man der Rechnung eine wandernde Last 1 zugrunde und 
ermittelt die Einflußlinien der zu berechnenden statischen Größen $. 
Jede Größe $ setzt sich aus den » Unbekannten X zusammen, ge- 
mäß der Gleichung 

8 = Ba +. LT t- - an 

Die Werte 8. $,,..., S, sind Konstante und von der äußeren 
Belastung unabhängig. Nur S, und die Werte X ändern sich mit 
der Belastung, so daß deren Einflußlinien zu ermitteln sind. 

Zunächst handelt es sich also um die Einfiußlinien der Unbe- 
kannten X. Hierzu bedarf es einer geeigneten Deutung des durch die 
Gleichung (41) gegebenen Ausdrucks für eine Unbekannte A. Es ist: 


= J {landat [bm] Ari -+r m] Al, 


Alle Werte I sind konstante Größen, die nur abhängig sind 
von den Koeffizienten auf der linken Seite der Blastizitätsgleichungen, 
die nicht mit der äußeren Belastung wechseln. Diese Koeffizienten 
sollen, wie vorhin hervorgehoben wurde, berechnet vorliegen. Des- 
gleichen seien alle Determinanten Í aus diesen Koeffizienten zahlen- 
mäßig berechnet angenommen. 

cl Erste Art der Bestimmung der X-Linien. Zusammen- 
setzung von Biegungslinien. Die Werte [am], [bm],..., [nm], 
für die man nach dem Maxwell’schen Satz auch [ma], [mb], ..., [mn] 
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schreiben kann, stellen Verschiebungen des Punktes m ! Angriffspunkt 
von P. infolge der Belastungszustände A. =1.1,=1,..., X, —=1 
dar (vgl. $3b. Der Punkt m ist je nach der La«tstellung ver- 
schieden. Die Verschiebungen sämtlicher Punkte m, in denen die 
wandernde Last 1 angreifen kann, werden für alle genannten Be- 
lastungen X gewonnen, wenn der Biegungslinien für die einzelnen 
Zustände X==1 gezeichnet werden /$Se. Alsdann findet man eine 
Ordinate der \,-Linie an einer bestimmten Stelle m. indem man 
die für diesen Punkt m gefundenen Ordinaten der »-Biegungslinien 
nach Gl. (41) mit den Unterdeterminanten A. 4, ,,.. .. Le multipliziert 
und addiert. Die Gesamtsumme ist durch die Nennerdeterminante / 
zu dividieren. In dieser Weise ist für eine Reihe von System- 
punkten m zu verfahren, so daß eine genügende Anzahl von Ordi- 
naten der X,-Linie bestimmt wird; durch Verbindung der Endpunkte 
dieser Ordinaten kann alsdann die \,-Linie gezeichnet werden. Hier- 
nach ergibt sich die folgende Regel zur Bestimmung der X- 
Linien durch Zusammensetzung der Biegungslinien für die 
einzelnen Belastungszustände A cl. 

Aus den vorher ermittelten, von der äußeren Belastung unab- 
hängigen Koeffizienten der Elastizitätsgleichungen berechnet man 
zunächst die Unterdeterminanten Aa; I, .... JL, sowie die Nenner- 
determinante 1. — Alsdann werden — rechnerisch oder zeichnerisch — 
die » Biegungslinien des Grundsystems für die Zustände X, —=1, 
X,=1,...,X,—=1 ermittelt (nach den Angaben.in $ 8). Für einzelne 
Systempunkte m, zu denen man die Ordinaten der X-Linie ermitteln 
will, setzt man nach Gl. (41) die mit den entsprechenden Unterdeter- 
minanten |,, multiplizierten Ordinaten der Biegungslinien zusammen 
und dividiert diese Summe durch die Nennerdeterminante J. Die 
Verbindungslinie der Endpunkte der so gefundenen Einzelordinaten 
liefert die gesuchte X,-Linie. (Vgl. das folgende Zahlenbeispiel.) 

Zahlenbeispiel. Es handele sich um die Untersuchung des in Fig. 107 
dargestellten Trägers auf 5 Stützen für bewegliche Belastung (P„=1t.. 


A Y E 
l H 
Sme Ime fm e Sm — 

To, Ip be 


Fig. 107. 


Die Elastizitätsgleichungen haben die in $ 10b angegebene allgemeine 
Form. Die Berechnung der Koeffizienten hat die im folgenden Gleichungssystem 
angegebenen Werte geliefert‘). (Einheit t und m; alle Verschiebungen 
sind multipliziert mit 03. Die Konstante EJ ist fortgelassen.) 


1) Diese Koeffizienten ik) sind berechnet nach der Gleichung (s. Gl. 28): 
EJ- ik= f M; M, de, 
wozu die Ma-, M,-. M.-Flächen (Momentenflächen für X,, Xz, A. = 1) genügen. 
Bei der Auswertung der Integrale sind die in $7b angegebenen geschlossenen 
Ausdrücke mit Vorteil zu verwenden. 
vi 
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40-X, — 52,69-X; —- 2375-8, = — am 
52,69. X, — 94,864- X, — 56,56 - X, = Am 
28,75- Xp — 56,56-X —- 40-X. =- — em. 
Die Gleichung zur Berechnung von X, — nur diese soll hier besprochen 


werden — lautet wie folgt È PON 
am ab ac 


bm bb be 

x Ja _ cm ch lee 
SE ON oe lab, ac 
ba bb bc 

‚.ea [cb [ce 


Die Auflösung der Derminanten ergibt (vgl. § 10): 
am (bb! "ed — be- eb)— bm-(ab- Jee — .ac)-[cb) 
“aaj (bb -co — be. eb) — ba tab- ee —'ac-!ch,) 
L'em (ob, be —jac- DE) 
— ca) (ab -be — ac- bby 


X= —: 


Die hier vorkommenden Unterdeterminanten ergeben folgende Zahlen- 


werte: 
Jaa = 3794,56 — 3199,0336 — 595,5264 


da = 2107,6 — 1626,1 = 481,5 
Aca = 2980,1464 — 2727,34 — 252,8064. 


Mit diesen Werten findet man für die Nennerdeterminante: 
d = 5719. 


Somit lautet die.Gleichung für X,, wenn man die Unterdeterminanten 
durch 4 dividiert: 
Xa = — 0,10413-[am; — 0,08419 -'bm; — 0,04420 {cm}. 


Wir ermitteln nunmehr die Biegungslinien des Grundsystems, d. h. des 
einfachen Balkens AB, für die Belastungszustände X, =1, X; =1, Bas) 
(Werte [am], [bm], Ten) Diese sind in Fig. 108 dargestellt. — 

[Die Ermittlung der Biegungslinien erfolgt nach den in §8 angegebenen 
Regeln. Da es sich um ein vollwandiges System handelt, werden die Momenten- 
flächen für die fraglichen Belastungen X=1, für welche die Biegungslinien 
konstruiert werden sollen, gezeichnet. Die elastischen Gewichte w, die in den 
einzelnen Teilpunkten m der Balkenachse aufzubringen sind, erhält man aus 
den Ordinaten der Momentenfläche nach der kuita (89b) 


m M, Mm- Ma). 


nn SEJ, We GE, G 
Der Faktor EJ ist als Konstante ebenso wie bei allen sonstigen Ver- 
schiebungen fortgelassen, da er sich im Zähler und Nenner der Werte X heraus- 
hebt. — Die Ordinaten der Biegungslinien sind nach der Gleichung: 
[im] = AM 


berechnet (s. $ 8a), indem die Momentenflächen des mit den Gewichten w be- 
lasteten Balkens ermittelt werden. Entsprechend den von der äußeren Be- 
lastung unabhängigen Verschiebungen sind auch diese Ordinaten mit 0,3 zu 
multiplizieren.] — 

Um aus diesen Biegungslinien die X,-Linie zu finden, berechnen wir für 
die Teilpunkte m des Balkens die Werte X, nach der vorhin für X, angegebenen 
Gleichung. Dies soll hier nur für einen einzigen Teilpunkt m, im Abstande 
10 m vom linken Auflager, angegeben werden (s. Fig. 108, 109). 
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Biegungsiime 
Jr, =1 


Fig. 109. 


Für m sind die folgenden Werte der Ordinaten der Biegungslinien ge- 
funden: 


Tom = — 56,25; (mi = — 88,88; [em] = — 50,00. 
Somit erhält man nach der vorhin angegebenen Gleichung für X,: 

X, = 0,10413 -56,25 — 0,08419 -88,88 -+ 0,0442- 50,00 = 0,584. 
Dies wäre die gesuchte Ordinate X, in dem genannten Punkte m. 


In genau der gleichen Weise sind für die übrigen Teilpunkte die Ordi- 
naten X, zu berechnen. Die Verbindung ihrer Endpunkte ergibt die in Fig. 109 
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dargestellte X,-Linie; bei exakter Rechnung müssen sich in den Stützpunkten 
die Ordinaten 0 bzw. 1 ergeben. — In eben dieser Weise sind die übrigen 
X-Linien IX, und X,; zu bestimmen. 

D Zweite Art der Bestimmung der X\-Linien. Biegungs- 
linien zu einem zusammengesetzten Belastungszustand. Statt 
durch Zusammensetzung der » Biegungslinien läßt sich eine \-Linie 
auch direkt als Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungs- 
zustand darstellen. 

Nach Gl. (41) hat X, den Wert: 

e 1, s 
X=} len] 1, Balu [nm]-4,) 

Der Klammerwert kann aufgefaßt werden als eine Verschiebung 
des Punktes m, hervorgerufen durch die Lasten 4,; in Richtung von 
X, 4p; in Richtung von X, usw. bis 4, ‚in Richtung von X,. (Denn man 
beachte, daß z. B. |bm]= [mb] die Verschiebung von m infolge X, = 1 
darstellt, daß somit [dm] -4,; aufgefaßt werden kann als Verschiebung 
von m infolge einer Last A,, in Richtung von X,. Entsprechendes gilt 
für die übrigen Glieder der Klammer.) — Auf diese Weise läßt sich X, 


deuten als die mit der Konstanten 5 multiplizierte Verschiebung 


des Punktes m infolge der Lastengruppe |, in a, J; in b, .... 
Ae in n, d. h. in den Angriffspunkten und in Richtung der Un- 
bekannten. 

Daraus folgt, daß die Einflußlinie für eine Unbekannte 
X, dargestellt werden kann als Biegungslinie des Grund- 
systems für eine zusammengesetzte Belastung durch die 
Unterdeterminanten A... A. Ae in den Punkten a, b, 
..., n. Die Ordinaten dieser Biegungslinie ergeben. mit 

1 e š 
=7 multipliziert, die Werte X.. 
NB. Anstatt der Ordinaten der Biegungslinie kann man auch 
1 gie e ; 
die erwähnten Lasten mit -7 multiplizieren. Dann liefert die 
Biegungslinie direkt die Einflußlinie für X, (vgl. das nachstehende 
Zahlenbeispiel). 

Zahlenbeispiel. Will man auf diesem Wege die vorhin berechnete 
Xa-Linie des Trägers auf 5 Stützen bestimmen, so sind die bereits errechneten 
Werte (vgl. das vorstehende Zahlenbeispiel) 

daa _ i Aba __ 8 fea 
— 55 = 0,10418; — = + 0,08419; < 
als Lasten aufzubringen, denn die Gleichung für X, lautet: 


= — 0,0442 


Anmerkung Handelte es sich um ein Fachwerksystem, so bestände 
der einzige Unterschied darin, daß die Einzelverschiebungen und die elastischen 
Gewichte w nach Gl. (40) aus den Spannkräften S zu berechnen wären. — Bei 
der Verwendung der Biegungslinien für die Belastungen X=1 würde in 
dieser Gleichung $; die Werte Sa, Sp bzw. S. annehmen; im anderen Falle 
würden die Werte Sx für den zusammengesetzten Belastungszustand (Fig. 110) 
gelten. 
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Xa = — 0,10413 -am — 0.08419- bm — 0,0442-'cm . 


Man erhält die in Fig. 110 dargestellte Lastengruppe mit der zugehörigen 
Momentenfläche. Die hierzu konstruierte Biegungslinie gibt die X,- Linie. 


A a E c Ei 


0055005 -4 010473 +|008419 BE 00908 
Fig. 110. 


1 
l 
I 
l 


Ganz entsprechend der vorhin gəgebenen Erläuterung sind in diesem Falle 
die elastischen Gewichte nach der nämlichen Gleichung (39 b) zu berechnen. Die 
dort auftretenden Momente M gelten jetzt für den in Fig. 110 dargestellten 
zusammengesetzten Belastungszustand, dessen Momentenfläche in Fig. 110a an- 
gegeben ist. Jetzt erhält man ohne weiteres 


Xa = Mn. 


d. h. X, ist gleich dem Moment des mit den elastischen Gewichten ap be- 
lasteten Balkens AB. 


B. Eliminationsverfahren mit den überzähligen X 
als Unbekannten. [Erste Methode] +). 


$12. Allgemeine Darstellung der Unbekannten X eines 
o-fach statisch unbestimmten Systems (Tabelle D. 


a) Das zweifach statisch unbestimmte System. Um den Ge- 
dankengang dieses Verfahrens zu erläutern, betrachten wir zu- 
nächst den einfachsten Fall der Aufgabe, nämlich das zweifach 
statisch unbestimmte System. 

Die Elastizitätsgleichungen lauten: 


x,-[aa] + X,- [ab] =— [am]; 
X, [ba] + X,- [bb] = — [b m]. 


Um die zweite Unbekannte X, zu berechnen, wird die erste 


Gleichung mit EE multipliziert und zur zweiten addiert; hierbei 


fällt X, heraus, da [ab] = [ba]. Man erhält: 


1) Eine zweite Darstellung der Unbekannten X ist im späteren Ab- 
schnitt D gegeben. Dort sind die Werte X direkt als Aggregate der Ver- 
schiebungen [am], [bm ,..., rm des Grundsystems dargestellt. 
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r 7 
[am] 


ha? 
-[ba] 


Wird der so berechnete Wert Y, in die erste Gleichung ein- 
gesetzt, so ergibt sich für X: 


s [aa] Saal“ 


wobei für X, der vorstehende Wert einzusetzen ist. 

Die vorstehende rechnerische Entwicklung läßt eine einfache 
statische Deutung zu. 

Der Zähler von X, kann als eine Verschiebung des Punktes m, 
d h. des Angriffspunktes der äußeren Last P,, gedeutet werden; 


[bm] stellt die Verschiebung von m infolge \,—=1 und E fam] 

die Verschiebung von m infolge der Last X, ee dar; denn 
a [aa] 

[am] gilt für X, =1. Diese Lastengruppe 3, = 1 und X, =— u 


ist in Fig. 111 dargestellt. Man erkennt, daß eine Beziehung zwischen 
den beiden Lasten besteht, und zwar ist =] die im Punkte o 


des einfach statisch unbestimmten Systems durch X,—=1 hervor- 
gerufene Wirkung X, (Fig. 111a) Dies folgt aus der für das ein- 


a b 


Fig. 111. | lab] = 
aj £ 
a 

Fig. 111a. Lg 


fach statisch unbestimmte System gültigen Elastizitätsbedingung 


X, [ea] = — [am] 
oder: fam] 
As [æa] 


Wählt man nämlich als äußere Belastung D. die Last X, = 1 
(Fig. 111), so tritt b statt m in [am] ein, und man erhält: 
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Wenn aber somit die in Frage stehende Lastengrugpe (s. Fig. 111) 
zu ersetzen ist durch die Einzellast \,—=1 am einfach statisch un- 
bestimmten System, so kann die Verschiebung von m in- 
folge dieser Lastengruppe gedeutet werden als Verschie- 
bung von m infolge eben dieser Last X, =1 am einfach 
statisch unbestimmten System. Deshalb bezeichnen wir diese 
Verschiebung, d. h. den Zählerwert von X,, mit [mb.1], d. h. Ver- 
schiebung von m infolge X, = 1 am einfach statisch unbestimmten 
System. (Vgl. zu der Bezeichnung S. 21.) 

Zu beachten ist, daß die Last X,—=1 nicht mehr am Grund- 
system, sondern am einfach statisch unbestimmten System wirkt. Dieses 
System soll der Unterscheidung halber als Hauptsystem!') bezeichnet 
werden. Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems wird durch 
einen Zahlenindex (hier 1) angegeben; dieser ist durch einen Punkt 
von den Buchstaben, die den Ort (hier m) und die Ursache (hier 
Ze 1) der Verschiebungen kennzeichnen, getrennt. (Vgl. S. 21.) 

Ganz entsprechend stellt der Nennerwert von X,, nämlich 
[bb] — et) die Verschiebung des Punktes b des Grundsystems 
infolge der genannten Lastengruppe dar, nämlich infolge 1 in X, 
und in in X,. Dieser Wert ist somit aufzufassen als die Ver- 
schiebung von b infolge der Last X,—=1 am einfach statisch un- 
bestimmten Hauptsystem und demnach mit [55.1] zu bezeichnen. 
Also erhalten wir für X, die Form: 

an [dm. 1]. 
[bb.1] 


Diese Gleichung entspricht derjenigen für X, beim einfach 
statisch unbestimmten System: 


die Unbekannte X, erscheint ebenfalls hier in der Form eines Quo- 
tienten zweier Verschiebungen. — 

Nachdem auf diese Weise die Unbekannte X, berechnet ist und 
damit als bekannt angesehen werden kann, bleibt nur mehr eine 
Unbekannte, nämlich X,, zu bestimmen, d. h. es ist ein einfach 
statisch unbestimmtes System unter dem Einfluß der nunmehr be- 
kannten Last X, und der gegebenen äußeren Last P. zu berechnen. 
Die Frage lautet also: Wie groß wird die Unbekannte X, des ein- 
fach statisch unbestimmten Systems infolge der beiden Lasten 

P. in m 
und 
SE in b (in Richtung von \,)? 


1) „Hauptsystem“ im Gegensatz zum statisch bestimmten „Grundsystem“. 
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Die Unbekannte X, infolge P„ hat den Wert 


[am] 
e [aa] 
Infolge X, = 1 wird: 
ep 
ze] 
H 
also infolge der Last XY, = — [m 1 d 
g [65.1 
f r 7 F 
X seyg oder X s-k ( be), 
$ [aa] "? s [aa] [bb.1] 


Also wird insgesamt 
-__ [am] [ab] [bm.1]\. 
Ce [aa] [aa] - [bb. St 7 


d. b. wir erbalten den bereits vorher angegebenen Ausdruck. 

Damit ist eine einfache und anschauliche Deutung der vorhin 
auf rechnerischem Wege gefundenen Ausdrücke gegeben. Wir wenden 
nunmehr unter Umgehung der rechnerischen Lösung den vorstehenden 
Gedankengang auf das dreifach unbestimmte System an, um alsdann 
den allgemeinen Weg ohne weiteres folgern zu können. 

b) Das dreifach statisch unbestimmte System. Beim drei- 
fach statisch unbestimmten System handelt es sich um die drei Un- 
bekannten X, X, X,, von denen wir die letzte X, (wie vorhin X,) 
zuerst bestimmen. Zu diesem Zwecke betrachten wir X, als einzige 
Unbekannte am zweifach statisch unbestimmten Hauptsystem 
(Fig. 112a). 


a È c 
Fig. 112. 
Ka 2 % 
ER? 
E gë c 
Fig. 112a. m 
br 
Zug 
CZ d el (bekannt) 
Fig. 112b. m 
4 
ZG? 1% Ae 
Fig. 112e. 
Xa bekannt 


Alsdann ergibt sich X,, ebenso wie vorhin X,, als Quotient 
zweier Einzelverschiebungen dieses (zweifach statisch unbestimmten) 
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Hauptsystems, und zwar jetzt als Quotient der beiden Verschiebungen 
des Punktes c infolge P„ und infolge X —=1. 
Man erhält: 


sé TER 
X, nur GN 
jec.2] 


Nunmehr kann X, als bekannt gelten und somit X, aus den 
gegebenen Lasten P, und X, bestimmt werden. X, wird als einzige 
Unbekannte am einfach unbestimmten Hauptsystem infolge der 
beiden bekannten Lasten P, und X, angesehen (s. Fig. 112b) X, 
ergibt sich für jede Last als Quotient von Verschiebungen des ein- 
fach statisch unbestimmten Hauptsystems. Also wird: 

- [bm.1] [be.1] 
= ez eg CC Rer 

Das erste Glied stellt den Einfluß der äußeren Last P,. das 
zweite denjenigen der vorhin berechneten Kraft X, dar. Wäre näm- 
lich X = 1, so würde dadurch der Wert 


Paen 


hervorgerufen; denn es ist dies nur ein Sonderfall der allgemeinen 
Gleichung 

n 
-____[bm.1] 
X, = [bb . 1] D 
indem statt m (gültig für P,—=1) jetzt c, entsprechend X,—=1. 
eintritt. Die Last X, ruft dann naturgemäß den X, -fachen Wert 
hervor, also " 


[dc.1] 
[68.1] e 
. ; ; a ge [bm:1] 
Hierzu tritt der Einfluß der äußeren Last P. nämlich — ON A 


und es entsteht insgesamt der oben angegebene Wert von X,. — 

Da jetzt außer X, auch X, als bekannt angesehen werden kann, 
so bleibt als letzte und einzige Unbekannte X,, die sich nach den 
Regeln für das einfach unbestimmte System berechnet (Fig. 112c). 
Man erhält auf Grund der gleichen Überlegungen als Gesamteinfluß 
der gegebenen äußeren Last P,, und der als bekannt anzusehenden 
Lasten X, und X, den Wert: 


1) Man könnte auch schreiben: em. 8. = 0 (Elastizitätsbedingung), d. h. 
die Verschiebung von c infolge P„ am dreifach unbestimmten System = Q. 
Es ist: 
em. H ='cm. Bee, HI E e, 


d. h. gleich dem Einfluß von Pm und X, auf das zweifach unbestimmte System 
(Fig. 112a). Hieraus ergibt sich der obige Wert für X.. 
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"nam! aw 7 r 2 
e MEI y LÉI y 
S laa] [ea] ° [aa] ” 
L E L 


Für N, und X, wären die vorhin angebenen Ausdrücke ein- 
zusetzen. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle übersicht- 
lich zusammengestellt. 


Za X, Ke 
_ am bm.l em. 2 
aa , bb ec.2 
_ ab] „ | 
aa) e | 
"ac be.1] 
fa,“ RW 


Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die be- 
treffende Last X. In der obersten Horizonalreihe stehen die Quo- 
tienten, die den Einfluß der äußeren Belastung P. auf die jeweiligen 
Unbekannten X darstellen. — Handelt es sich nur um zwei Un- 
bekannte X, und X,, so erhält man auch diese aus vorstehender 
Tabelle, wenn man die Glieder mit dem Buchstaben c, also die dritte 
Zeile und Kolonne fortläßt. Dies erkennt man ohne weiteres, wenn 
man die früher beim zweifach unbestimmten System gefundenen 
Werte X, und X, der beiden Unbekannten mit denen der Tabelle 
vergleicht. 

c) Das o-fach statisch unbestimmte System!). Schon vorher 
(im Abschnitt b) zeigte sich, daß die Unbekannten des dreifach 
statisch unbestimmten Systems durch Fortsetzung der Reihen und 
Kolonnen in der Tabelle für das zweifach unbestimmte System ge- 
funden werden konnten; umgekehrt ergaben sich die Werte X, und 
X, des zweifach unbestimmten Systems aus der vorstehenden Tabelle 
für das dreifach unbestimmte System durch Fortstreichen der letzten 
Reihe und Kolonne. 

Beim o-fach unbestimmten System sind die o Unbekannten X, 
X, X, -.. bis X, zu bestimmen. Die vorherigen Überlegungen 
führen zu der folgenden übersichtlichen Darstellung der Lasten X 
(Tabelle I), die durch einfache Fortführung der Reihen vorstehender 
Tabelle gefunden wird. Die Summe der Glieder einer Vertikalreihe i 
ergibt die betreffende Last X,; diese stellt sich dar als Funktion 
der folgenden Lasten X,, X, ... bis X, und des in der obersten 
Zeile stehenden Einflusses der äußeren Lasten P,. Die letzte Un- 
bekannte X, ergibt sich als Quotient zweier Verschiebungen des 
(o—1)-fach statisch unbesimmten Hauptsystems. 


1) Hier ist für den Grad der statischen Unbestimmtheit der Buchstabe o 
statt wie früher n oder » gewählt worden; dies erschien für die folgenden 
tabellarischen Zusammenstellungen zweckmäßiger, da der Buchstabe m, der n 
vorangeht, bereits zur Kennzeichnung der äußeren Belastung verwandt wurde. 


Tabelle 1. 
Darstellung der Unbekannten X des e-fach statisch unbestimmten Systems. 
~ ; r - — 
x, | x, x. | iz | x, | D 
__ [am] _ [bm.1] | [em.2] KE | . | Ip m.0o—3] _ lum.e—2] rm.o—ll 
(aa) Or | Lee. 9 , Ipp.e—3] ae Tere 1 
[ab] y i | 
= ‘An L | 
[aa] | i | | 
[ae] y Welle: 
laa“ dv.) | 
äs, | Béis, kt 
[wa] "7 [85.11 1 feo.21 "| 
| | 
I 1 
E EE | 
[a p] [bp.1] Ten, 2 ! i 
fad ar Do. lee 2"? l , 
lady | _ Baty | erg | ir, | peel y 
paž | Toy | eea | ec | 
[ar] Ir 1 ler. 2 x [re -3 y | _ure—2 y 
[aa] ” Ihr" jee 21"? [ppo — 83"? ug. 9-0" 


Baies u Ny 18 


sÄg’Juur}saqum yasıyejs y9eJ-ö sout YJuueyagu)'p' 


I sus} 


Ge 


LÉI 
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Verwendung der Tabelle Sind» Unbekannte X vorhanden 
i»-fache statische Unbestimmtheit. so kommen v Veitikalkolonnen 
und r Horizontalreihen der Tabelle in Frage; die übrigen (o —) 
bleiben außer Betracht. Bei den » Horizontalreihen ist als oberste 
stets die in der Tabelle obenstehende Reihe anzuschreiben. welche 
den Index m (Einfluß der äußeren Belastung P „' enthält. 

Außer dieser ersten Reihe kommen dann noch die folgenden »— 1 
unteren Reihen in Frage. So zum Beispiel wären beim vierfach un- 
bestimmten System ‘y= 4) die vier Unbekannten A. X,, I, X, 
durch die nebenstehende Zusammenstellung gegeben. Hierbei kämen 
aus der Tabelle I nur die vier ersten Reihen und Kolonnen in Frage. 


Sei E: de Xa 
am | bm. _ m.?, dm.3 
za — bb. ce.2 dd. 9 
ae 
aa; “? 
ac, b-t 
rat Oe 
ad bd.! cd.2) 
aa t BB me Z T 


Man erkennt also, daß die Tabelle I alle Unbekannten X 
für jedes beliebig hochgradig unbestimmte System angibt. — 
Die Koeffizienten der Größen X sind von der äußeren Belastung 
unabhängige feste Werte, die als „Festwerte“!) bezeichnet werden 
sollen. Es bleibt jetzt nach Darstellung der allgemeinen Ausdrücke 
für die Unbekannten X nur noch die Frage zu erledigen, wie sich 
die (zahlenmäßige) Ausrechnung gestaltet, insbesondere wie die 
Koeffizienten der Werte X in der Tabelle I zu bestimmen sind. 


$13. Berechnung der Unbekannten X (nach Tabelle I) bei 
ruhender Belastung. Temperaturänderungen und 
Widerlagerverschiebungen. 


a) Berechnung der Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme. 
Die Darstellungen des vorigen Paragraphen lassen erkennen, daß eine 
Unbekannte X, unter Verwendung der Werte der folgenden Unbekann- 
ten X, bis X, berechnet wird; daher müssen die auf X, folgenden 
Unbekannten X, bis X, vorher ermittelt werden. Die Ausrechnung 
würde also mit X, zu beginnen haben, und dieser Wert wäre in die 
Gleichung für X,, der Wert von Y, und Y, in die Gleichung für N, 
einzusetzen usf., “indem man rückwärts fortschreitet bis X,. Die zuerst 
zu berechnende letzte Unbekannte X, stellt sich dar “als Quotient 


1) Der Begriff „Festwert“ gewinnt eine besondere Bedeutung bei einzelnen 
Aufgaben, z. B. beim kontinuierlichen Träger (Festpunkte) — (s. III. Band). 
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zweier Verschiebungen des ıo—1 -fach unbestimmten Systems, die 
‚omit zuvor zu bestimmen wären. 


Anmerkung. Jede Vert’kalkolonne der Tabelle 1, d. h. jeder Wert X, 
enthält Quotienten von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme (Festwerte,, 
und zwar wächst der Grad der Unbestimmtheit dieser Hauptsysteme von 0 
auf o—1, wenn o Unbekannte vorhanden sind. Dabei ist Jeder Unbe- 
kannten ein bestimmter Grad der Unbestimmtheit des Haupt- 
systems zugeordnet. Wie die Tabelle I zeigt. enthalten die Vertikal- 
kolonnen: 

für X, nur Verschiebungen infolge X, =— 1 am Ofach statisch unbestimm- 
ten Hauptsystem (Grundsystem) 
für X, nur Verschiebungen infolge X,—=1 am Ifach st. u. H. 


5 2 ~ “ -~ X=1 — 2 “o= s 
- X = 3 - X=l Boa ~ 
usw. 
Den Buchstaben a, b, e,..., r ist also in Tabelle I ein bestimmter Zahlen- 


index zugeordnet. Die Beziehungen sind durch die folgende Zusammenstellung 
gegeben. 
Tabelle II. 
Beziehungen zwischen Buchstaben (Index der Unbekannten und 
Zahlenindex (Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems) in den Vertikal- 
kolonnen der Tabelle der Unbekannten (Tabelle I}. 


Index 


der Unbekannten $ ) b c d e f g hi Ei 


Grad der Unbestimmt- 
heit d. Hauptsystems . 


0 1]}2 3 4 5 6 7 SH 10 

Man weiß also damit ohne weiteres, daß z. B. bei der Unbekannten X, 
nur Verschiebungen infolge X,—=1 und zwar des "fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems in Frage kommen; der Nennerwert der in Frage kommenden 
Quotienten der Verschiebungen (s. Tabelle I) kann nur 'hh.‘) sein. 

ıNB. Dies gilt natürlich nur, soweit nicht die vorher berechneten, nach- 
folgenden Unbekannten X; bis X,, die als Faktoren der Festwerte auftreten, 
in Betracht gezogen werden; denn diese sind aus Verschiebungen von Haupt- 
systemen berechnet, die einen höheren Grad der Unbestimmtheit aufweisen.) 

Die Festlegung dieser Beziehungen zwischen Buchstaben und 
Zahlenindex ist für die folgenden Darstellungen von Wichtigkeit. 

Wir fragen also zunächst nach der Art der Berechnung der 
Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme, da diese Werte 
zur Bestimmung der Größen X bekannt sein müssen. — Hierzu be- 
trachten wir etwa den in der Einleitung zu $ 12 gefundenen Ausdruck 
für die Unbekannte X, des 2fach statisch unbestimmten Systems: 


u 15) E. Dei 


Die Werte [bm.1] und [55.1] stellen sich hiernach als Diffe- 
renz zweier Verschiebungen dar; die erste, also der Minuend, hat 
die gleichen Buchstaben [bm] bzw. [bb] wie [bm.1] bzw. [65.1], 
aber den nächst niedrigeren Zahlenindex (0 statt 1), die zweite 
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Verschiebung ist mit einem Festwert multipliziert. Im Nenner dieses 
Festwertes entsprechen die Buchstaben ai dem durch den Zahlen- 
index der Verschiebungen |0) gekennzeichneten Hauptsystem (siehe 
Tabelle II.. 

Um nun auf Grund der vorstehenden Angaben die in Frage 
stehenden Differenzen nach einer einfachen Regel anschreiben zu 
können. ist insbesondere zu beachten. daß die Ausdrücke, 
rein algebraisch betrachtet, zu 0 werden. Denn es wird: 


SHE... PIERRE ge Eft. 
aa 
ab 

bb — 0 =bb —bb =0. 
aa 


indem sich im zweiten Gliede jedesmal die beiden Größen a in 
Zähler und Nenner fortheben. 

Ganz dieselben Gesichtspunkte gelten für alle Verschiebungen 
eines beliebig hochgradig statisch unbestimmten Hauptsystems. Diese 
einfachen Beziehungen gestatten, diese Größen ohne weitere Über- 
legungen einzuschreiben. 

Zur Erläuterung der Regel mögen einige Werte, die in der Ta- 
belle I vorkommen, hier angegeben werden. Man schreibe zum 
Beispiel: 


[da.1]=[ba] Geste 

Das erste Glied hat die gleichen Buchstaben wie der Wert [bd.1] 
und den nächst niedrigen Zahlenindex 0; der Nenner des Festwertes 
kann nur [aa] sein, da nur Verschiebungen des Grundsystems (In- 
dex 0) auftreten. Der Zähler des Festwertes und der nebenstehende 
Faktor müssen nun so gewählt werden, daß der Gesamtwert, al- 
gebraisch betrachtet, zu O wird. Dies ist nur zu erreichen durch 
die Größen [ab] und [ad]; dabei ist es gleichgültig, welche von bei- 
den zum Zähler des Festwertes gemacht wird. Man erhält also: 


Ba.1— [ba] — Et] faa). 


Es handle sich zweitens um den Wert [cd.2]. Man schreibe: 


d.2]= [ed.1] — ==... 
[e ] [eg ] [bb. 1] 

Der Nenner kann nur [bb.1] sein, da die Verschiebungen den 
Index 1 haben. Um den Gesamtwert algebraisch zu 0 zu machen, 
ist demnach zu schreiben: 

[de.1] 
.2]=[ed.1] e fbd. 
[ed.2]=[ea.1] [65.1] [dd.1], 
denn die beiden noch einzusetzenden Verschiebungen ([bc.1] und 
[bd.1]) müssen außer den beiden Buchstaben b des Nenners [bb.1] 


x. 13. Berechnung der Unbekannten X bei ruhender Belastung usw. 129 


noch die beiden Buchstaben ¢ und d des ersten Gliedes [ed.1] ent- 
halten, damit algebraisch der Wert O herauskommt. 

Schließlich soll noch eine Verschiebung des 8fach statisch un- 
bestimmten Systems. etwa [km.8], gesucht werden. Man schreibe: 


[km.8]= [km. 1] =... 


Der Nenner [hh.7] ergibt sich gemäß der Tabelle II, da nur 
die Verschiebungen des 7fach unbestimmten Systems eingehen. Da- 
mit der Gesamtwert algebraisch zu O wird, ist zu schreiben: 


F } 
[km.8] = [km.7] — 22 .nm.7). 
` L J 


In dieser Weise lassen sich alle in der Tabelle I bei der Be- 
stimmung der Unbekannten Y auftretenden Werte ohne weiteres an- 
schreiben. 

[NB. Daß die vorhin rein mechanisch aufgestellten Ausdrücke 
sich auch auf Grund einer statischen Deutung ergeben, ist selbstver- 
ständlich. So z. B. ergibt sich [cd.2] als Verschiebung des Punktes o 
infolge der Last X,—=1 am 2fach unbestimmten System. Die Ver- 
schiebung von c am 2fach unbestimmten System infolge X, —1 
(Fig. 113a) kann auch aufgefaßt werden als Verschiebung von c am 


a d č d 


Fig. 15a. 277177111777 a 
7 


a E es d 
Fig. 113b. 


% I 


1fach unbestimmten System, hervorgerufen durch die Last N, = 1 
und die in b durch X, = 1 hervorgerufene Last X, (Fig. 113b). Diese 
letztere Last ist aber gleich 7 Daher wird: 
[da.1] 

1 
[bb.1] AL 


Dieser Ausdruck ist identisch mit dem vorhin angeschriebenen 
Wert, da wegen des Maxwellschen Satzes [cb.1] = [bc.1] ist. Würde 
man [cd.2] = [dc.2] als Verschiebung von d auffassen, so erhielte 
man den Wert genau in der vorhin angeschriebenen Form.] — 

Aus den vorstehenden Ausführungen ergibt sich, daß sich jede 
Verschiebung eines Hauptsystems von »-facher Unbestimmtheit aus 
den Verschiebungen des Systems vom nächst niedrigeren Grade statischer 
Unbestimmtheit in einfacher Weise darstellen läßt. Wir werden 

Pirlet, Statik. IL 1. 9 


[ed.2] = [ed.1] — 
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somit bei den Verschiebungen des 1fach unbestimmten Systems 
beginnen und allmählich zu den folgenden Werten fortschreiten. 

Damit ergibt sich die folgende Regel zur Berechnung der 
Koeffizienten der Tabelle I, d.h. der Verschiebungen der ein- 
zelnen Hauptsysteme: 

Aus den zuerst errechneten Verschiebungen des Grund- 
systems. deren Ermittlung stets zu Beginn der Lösung 
vorzunehmen ist, bilde man die Quotienten (Festwerte) der ersten - 
Vertikalreihe der Tabelle I. Hierauf berechne man die Verschie- 
bungen des 1fach statisch unbestimmten Hauptsystems, die sich 
nach den obigen Angaben aus den Verschiebungen des Grundsystems 
und den vorerwähnten Festwerten zusammensetzen. Aus diesen 
Verschiebungen (Index 1) ergeben sich die Quotienten (Festwerte) 
der zweiten Vertikalreihe der Tabelle. — Hierauf bestimme man 
die Verschiebungen des 2fach unbestimmten Hauptsystems (dritte 
Reihe), wobei die vorberechneten Verschiebungen des 1fach unbe- 
stimmten Systems und die zuletzt gefundenen Festwerte der zweiten 
Reihe einzusetzen sind. In dieser Weise ist fortzufahren bis zum 
Ende der Tabelle. (Vgl. das folgende Zahlenbeispiel.) 

b) Berechnung der Unbekannten X bei ruhender Belastung. 
Nach den Angaben des vorigen Abschnittes a) sind die Festwerte 
der Tabelle I zahlenmäßig auszuwerten; dies ist bei jeder Aufgabe 
zuerst zu erledigen. Handelt es sich nun um die Untersuchung des 
Einflusses ruhender Belastung und sind die Absolutglieder [am], 
[bm], [em], ... der Grundgleichungen berechnet. so können auch die 
Quotienten in der obersten Horizontalreihe der Tabelle I ermittelt 
werden. Alsdann ist alles, was für die Berechnung der Unbekannten 
notwendig ist, gegeben; denn jede Unbekannte X ist durch Sum- 
mierung der Glieder einer Vertikalkolonne nach Tabelle I zu be- 
stimmen. Mit der Rechnung ist bei der letzten Unbekannten X, 
zu beginnen, und rückwärts nach den Angaben der Tabelle I fort- 
schreitend, findet man die weiteren Werte X bis hinauf zu X, (Vgl. 
die Angaben in $ 11.) 

c) Berechnung der Unbekannten X bei Temperaturänderungen 
und Widerlagerverschiebungen. Der Einfluß der Temperatur oder 
der Widerlagerverschiebungen berechnet sich in gleicher Weise nach 
Tabelle I wie derjenige einer äußeren Belastung. Denn die Grund- 
gleichungen (Abschn. I), sind dieselben. nur treten an die Stelle der 
Absolutglieder [am], [bm], [cm]... die Werte [at], [bt], [et]... bzw 
[aw], [bw], [ew],.... Die Tabelle I behält also ihre Form, nur 
ist der Buchstabe m in den Gliedern der obersten Horizontalreihe 
durch den Buchstaben £ (Temperaturänderungen) bzw. w (Wider- 
lagerverschiebungen) zu ersetzen. 

Zahlenbeispiel zur Berechnung der Unbekannten X und der 
Formänderungen. 

o) Zur Erläuterung soll der in Fig. 107 dargestellte Träger für eine 
bestimmte ruhende Belastung berechnet werden. Die Belastung sei eine 
Einzellast 1t im Abstande 10m vom linken Endauflager. Hierfür sind zu- 
nächst die Verschiebungen [am], [bm , [em] zu berechnen. Im vorliegenden 
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Falle können diese direkt aus den in Fig. 108 dargestellten Biegungslinien ent- 
nommen werden. Man findet [am = — 56,25, [bm = — 88,98, cm] =— 50,00. 
Damit ergibt sich die folgende Tabelle der 0,30fachen Werte der Ver- 
schiebungen des Grundsystems. 


a b e | m | Festwerte 
a 40,00 52,69 23,75 — 56,25 _ 
b 52,69 94,864 56,56 — 88,88 | — d — 1317 
e 28,75 56,56 ' 40,00 — 50.00 | — pa == — 0,719 


Aus diesen Verschiebungen und den daraus zu bildenden Festwerten er- 
geben sich die Verschiebungen und Festwerte des 1-fach statisch unbestimmten 
Hauptsystems wie folgt: 

[bb. 1] = 94,864 — 1,317 - 52,69 — 25,458, 
[de.1]= 56,56 — 1,317-28,75 — 18,689, 


(bam 1 = — 88,88 — 1,317-56,25 = — 14,799, 
fec.1]=40,00 — 0,719-28,75 — 19,336, 
fem.1 = — 50,00 — 0,719- 56,25 = — 9,556. 


Der Übersicht halber werden auch diese Verschiebungen mit den sich 
aus ihnen ergebenden Festwerten tabellarisch zusammengestellt. 


Tabelle der Verschiebungen des lfach unbestimmten Haupt- 


systems. 
a b e | m | Festwert 
H 
a = = == = SS 
ii e 25458 18,689 | — 14,799 = 
| Gei ` 
c — 18,689 19,836 |— 9,556 "ET Sr — 0,734 


Als Verschiebungen des 2fach statisch unbestimmten Hauptsystems 

kommen nur zwei Werte in Betracht, nämlich 
[ec.2)= 19,336 — 0,734- 18,689 = 5,616, 
[cm.2] = — 9,556 — 0,734 - (— 14,799) = 1,306. 

Damit sind alle Größen zur Bildung der TabelleI gegeben. Die folgende 
Berechnung der drei ersten Zeilen der Tabelle I bedarf daher keiner Erläute- 
rung. Die Ergebnisse X,, X>, X. in der untersten Zeile sind durch Addition 
der Werte in den Vertikalkolonnen gefunden. 


Xa X, x. 
— 56,25 BR | — 14,799 aso 1806 ` 
-= —=-11,406 SS ER ee eg 0238 
— 1,817-0,752  —=—0,990 = | er 
— 0,719-(— 0,233) —--0,168— 0,734-(— 0,233) = +0,171| = 
Xa = 0,584, X,—=--0,752] X. = — 0,233 


g* 
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ZS Das gleiche System ist für die in Fig. 114 dargestellten Wider- 


lagerverschiebungen zu berechnen. 
Die in Richtung der nach oben; positiven Auflagerdrücke eintretenden 


Verschiebungen haben die folgenden Werte: 


Verschiebung des Punktes l’ ‘linkes Lager). ... . —2cm, 
~ ~ = Eee [aw.3] = — 3 cm 
- ~ ` | EP E E E [bw.3] = 0 
D -~ -~ E E a oe Te, lz — 2 cm, 
- ~ ~ Į {rechtes Lager). . . =- 1 cm. 


Für die Absolutglieder [a w], [b], "cw! der Grundgleichungen gilt allgemein 
der Ausdruck ` 

[iŭ = [iw] — i w.3]. 
Hier stellt [iw.3] den gegebenen Wert der Verschiebung des Widerlagers i 
des 3fach unbestimmten Systems dar, also die in der Fig. 114 angegebenen 


+2cm i i : rom 
I IG ees Ci EER” 
S tns AT u 
| -Zum 
Fig. 114. 


Verschiebungen. Dagegen bedeutet iwj die Verschiebung von i infolge der 
. Widerlagerverschiebungen des Grundsystems. Nach Gl. (31) gilt für [iw] der 
Ausdruck (s. S. 50). 
[iw] = — © L: [Iw.3]; 


L; sind die Auflagerdrücke infolge X,=1 am Grundsystem, Du. 87 die ge- 
gebenen Verschiebungen der Angriffspunkte } dieser Auflagerkräfte. 
Hiernach erhält man in unserem Falle 


[aw = — I La [lw .3] = — ENEE 
/ 
CT E VDE EEN 
` H 5 N 
EE ENEE 120. 
Somit ergibt sich 
[aw] = law, — [aw .3 = — 1,80 — (—3)=--4,80, 
bū — har. —fbw.3 = 1,44 —0 =+ 1,44, 


[e0] = [ew] — [ew .3] = + 1,20 — (— 2) = -+ 8,20. 
Die Lösung der Grundgleichungen liefert hiernach folgende Er- 
gebnisse: 


ba.1)= boj — Zog = 1,44 — 1,817 -4,80 = — 4,8816, 
LS} 
1 
[c%.1]= [em] — ES law] = 3,20 — 0,719-4,80 = — 0,2512, 
-oma p Ce aa 
[ew.2j={ew.1)— Sien = — 0,2512 — 0,734-(— 4,8816) = + 3,38. 
ne 


Für die Unbekannten infolge der Widerlagerverschiebungen 
erhält man also, wenn man, wie früher die Nennerwerte, so auch jetzt die 
Zähler mit ÆJ multipliziert, 


wë. 338 _ 


Tee äi Br EN, 
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- DTL bel . 4,5516 
Zes Bu ne 734-0,593 = — 0,628- 
= gr perl See — 07340,3593 0,638-EJ, 
in BED EE E en e ar 
aa aa aa, 40 


— 0,719-0,593 = — 0,521 EJ. 
NB. Man beachte, daß die Nennergrößen die 0,30fachen Werte der 


eigentlichen Verschiebungen darstellen. Daher sind die vorstehenden Ergeb- 
nisse X noch mit 0,30 zu multiplizieren. 


Ein zweiter Weg zur Bestimmung der Unbekannten ergibt sich, 
indem man in den vorstehenden Ausdrücken die Werte bi und et 2 als 
Summenausdrücke nach Gl. (31) berechnet. 

Es ist 

do.) =—NL,,lw.3.. 
Die Belastung X3.1—=1. welche die Auflagerdrücke L;.ı erzeugt, ist in Fig. 115 
dargestellt. 


g E 
Aab 1317 oc? 
Fig. 115. 
Man erhält 
11 20 e 
I'=— 1 Zt 15 1,317) = ~ 0,6136, 
14 5 
na ae a — III DE 03 
D=] 35 1 35 (— 1,317) 0,3366. 
Also 
b.l, = — 0,6136-2 — 1,317 (— 3) — 1-0 — 0,3366-1, = — 4,841. 
Ferner ist 
ei, äs — X Leo- [lw.8]. 
Die Lastengruppe X..„—1 ist in Fig. 116 dargestellt. 
a E e 
Fig. 116. 7 à 
£ end ër? An £ 
BEE Se "P re 
Fig. 116a 2 E X 2 
Man findet hierfür 
L = — 0,80 (— 0,247) — 0,44 (— 0,734) — 0,200 -1 = — 0,07464. 
L” = — 0,20 (~ 0,247) — 0,56 (— 0,734) — 0,800 -1 = — 0,4384. 
Somit ergibt sich 
em. 2 = — '— 0,07464 -2 4 0,247 (— 3) — 0,734-0 ~ H — 0,4384 - 1] = 


= — 3,329. 
1 3 
Dieser Wert wäre noch mit EJ zu multiplizieren. 
Im übrigen sind mit diesen Werten die Unbekannten wie vorhin zu be- 
rechnen. 


y) Es soll die Verschiebung (vertikale Durchbiegung) [ki.3] des 
Punktes k berechnet werden, wenn das System, wie vorhin, mit 
einer Last A;—=1 im Abstande 10 m vom linken Balkenende be- 
lastet ist. (e Fig. 116a.) 
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NB. [ki.3' ist identisch mit kä d. h. der Verschiebung von i infolge 
P=1. 

Die Berechnung von 'ki.3. kann durch Zusammensetzung aus der Ver- 
schiebung [ki des Grundsystems und dem Beitrag der durch P hervorge- 
rufenen Unbekannten erfolgen, und zwar nach der Gleichung 


[ki.8,;— "ki ka] Xa- kb, Xo — kE- Xa. 


Die durch P; hervorgerufenen Unbekannten haben die vorhin berech- 
neten Werte 
X= — 0,584; X, =— 0,752; X,= — 0,233. 


Die Koeffizienten dieser Unbekannten sind aus den Biegungslinien (siehe 
S. 117) zu entnehmen: 


[ka] = — 42,88; IEN — 81,76: 
[ke] = — 52,87. 


[Da wir die Durchbiegungen nach 
unten positiv rechnen wollen, so müssen 
die vorstehenden Verschiebungen infolge 
der nach oben wirkenden Kräfte X=1 
das gei Vorzeichen haben. Der 
Faktor Ss ist bei allen Verschiebungen 
fortgelassen. Zu beachten ist, daß die 
vorstehenden Werte die mit 0,30 multi- 
plizierten Verschiebungen darstellen. 

Das noch fehlende erste Glied "ki 
berechnet sich wie folgt (s. Fig. 117): 


ki] = 0,80- MM, de= I. 6-3,20 + È -3,20-5,44 -L [6 (2-3,90 5,44) 
k KEN 6 EJ J 


+ 3,20 (2-5,44 1 3,20)] = 73,76. 


Somit ergibt sich 


0,80- iki.3] = 73,76 — 42,88 - 0,584 — 81,78 -0,752 —_ 52,87 -0,233 — — 0,447 
[ki.3 — 1,49. 


Die Di- 


1 
EJ ` 
mensionen sind die gleichen wie bei den Verschiebungen im Zahlenbeispiel 
S. 115, also Meter und Tonnen. Um in einem bestimmten wear? den zahlen- 


mäßigen Wert der Verschiebung zu erhalten, 'wäre der Faktor = und zwar 


in m und t zuzufügen. Der Endwert ergäbe sich dann in Metern.) 


Die Berechnung von [ki.3] kann zweitens durch Auswertung des Summen- 


ausdrucks 
[ki.3] = |u ni SE = [6.5 s =F a L 


erfolgen. (S. Gl. 27, S. 47.) 

Die Momente M;.3 dn die Ordinaten der Momentenfläche für P;= 1 
am 3fach statisch unbestimmten System. Die Werte der drei Unbekannten 
infolge P; sind bereits berechnet und ergeben zusammen mit P; die in Fig. 118a 
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dargestellte Belastung des Grundsystems. Fig. 118b zeigt die entsprechende 
Momentenfläche (Mi.3-Fläche . 


a7 Belastung B=1 


Fig. 118a. 


Die Belastung P,—=1 wirkt am Grundsystem, und zwar braucht dieses 
nicht das Grundsystem zu sein, welches bei der Berechnung der Unbekannten X 
verwandt wurde. Wir wählen vielmehr das System, an dem P, angreift, so, 
daß die Rechnung möglichst einfach wird, d. h. wir verwenden die vier Einzel- 
balken (Fig. 118c), in die das System übergeht, wenn man über den Stützen 
Gelenke anbringt. Dann erstreckt sich nämlich die M;-Fläche und damit auch 
das Integral für 'ki.3) nur über die eine Öffnung. (Vgl. S. 38.) 

Es wird: 

ki.3, = 


ol on 


.— 1,50 12- 0,3295 — 0,868) — 1,50 (2 -0,3295 — 0,239] 
[ki.3 = — 1,46. 


ô) Es soll die Verschiebung (vertikale Durchbiegung) iw.3] des 
Punktes i berechnet werden, wenn die in Fig. 114 angegebenen 
Widerlagerverschiebungen auftreten. 

Die Berechnung kann erstens durch Zusammensetzung der Ver- 
schiebung [iw] des Grundsystems und des Beitrages der Unbekannten er- 
folgen: 

ie nr — Déel, Xa — [ib] -X te Xe. 

Die Werte X infolge der Widerlagerverschiebungen sind vorhin (s. £) be- 
rechnet worden; die Werte Io, 'ib], [ic sind aus den Biegungslinien (siehe 
S. 117) zu entnehmen. Der Wert 'i w, berechnet sich zu 


tw = — E L {lw.3] = — Paeti |== 1,60. 
Also erhält man 
Zu Bn 1,60 — (— 56,25 1-(— 0,521) — (— 38,88) (— 0.628) 
— (— 50,00) - (— 0,593: = — 1,54. 


Dieser Wert erhält noch den Faktor ÆJ. 

Dieser Wert kann aber auch zweitens als Summenausdruck nach 
Gl. (31) berechnet werden: 

im än Y Luz In 8. 

Li.3 sind die Auflagerdrücke infolge P;=1 am 3-fach unbestimmten 
System. Die drei Unbekannten für diese Belastung sind bereits bekannt 
(s. Fig. 118a). 

Aus P;—=1 und diesen Lasten Xa, Xz, X. berechnen sich die Auflager- 
kräfte L’ und L” an den Balkenenden wie folgt: 


136 Auflösung der Elastizitätsgleichungen. 


I’ = 0,60 — 0.80 -0,594 — 0.44-0 
L” = 0,40 — 0.20 -0.584 — 0,56- 0 
Somit ergibt sich 
[iw.3 = —— 0,15152 — 0,534. — 3 — 0,752.0 — 0.233. — 2, — 0,04551, 
z 


52 — 0,220-0,233 = — 0,1515. 
52 — 0,50 -0,233 = — 0,0485. 


D 
r 
D 


‚Multiplikationsfaktor EJ.' 


$14. Einflußlinien der Unbekannten X bei beweglicher 
Belastung. 


a) Die Darstellung der Werte X in Tabelle I als Grundlage 
für die Ermittelung der X-Linien. 

Auch für die Untersuchung des Einflusses beweglicher Belastung 
ist der Gang der Rechnung aus der Tabelle I zu ersehen. Die letzte 
Unbekannte X, ist durch die Gleichung gegeben: 


n [rm.o— 1] 
g [rr.e—1]’ 


d.h. X, ist wie die Unbekannte eines 1-fach unbestimmten Systems 
als Quotient zweier Verschiebungen des Hauptsystems, und zwar 
hier des (o—1)-fach statisch unbestimmten Hauptsystems, dar- 
gestellt. Man kann also sagen: die Ordinaten [rm.o—1] der 
Biegungslinie des (o—1)-fach unbestimmten Hauptsystems für die 
Belastung X,—=1 sind direkt proportional dem Werte E: Propor- 
tionalitätsfaktor ist der von der Stellung der äußeren Last unab- 
hängige Wert — Ta KÉ wobei [rr.o—1] die Verschiebung des 
Angriffspunktes r der Unbekannten X, infolge X, =1 am Haupt- 
system darstellt. Daraus folgt, daß die Biegungslinie für ¥ —=1 
(am Hauptsystem) zugleich die Einflußlinie für X, darstellt, und 


zwar ist der Multiplikator — -—— =. 
rr.o—1] 


Bei den übrigen Unbekannten X stehen die entsprechenden 
Quotienten (Einfluß der äußeren Lasten auf das Hauptsystem) in 
der obersten Reihe der Tabelle I. Es sind gleichfalls Werte, deren 
Zähler sich als Ordinaten der Biegungslinien der einzelnen (statisch 
unbestimmten) Hauptsysteme darstellen. Der Grad der Unbestimmt- 


heit dieser Hauptsysteme steigt an von 0 (bei — =) bis (0 — 2) 


[aa] 


Zi . — Aber außer diesen Werten der obersten 
Horizontalreihe kommen in jedem Wert X, die weiteren Unbekannten 
(X, bis X,) vor, und zwar multipliziert mit einem Festwert. Die 
Ordinaten der Einflußlinie einer solchen Unbekannten X, setzen sich 
also zusammen aus den ÖOrdinaten der Biegungslinie für ,—=1 am 
zugeordneten Hauptsystem (mit dem entsprechenden Multiplikator) 


und den Ordinaten der Einflußlinien aller auf X, folgenden Un- 


x 14. Einflußlinien der Unbekannten X bei beweglicher Belastung. 137 


bekannten X, bis Ai. Letztere sind als vorher berechnet an- 
zunehmen. 

Betrachtet man zum Beispiel den vorhin erwähnten Fall des 
+-fach unbestimmten Systems is. Tabelle S. 126), so ist die X,- 
Linie iX} ist die letzte Unbekannte; gegeben als Biegungslinie des 
3-fach unbestimmten Hauptsystems, entsprechend dem Ausdruck: 
En. 

[ad.3]' 

Für die vorherige Unbekannte X, dagegen gilt ein zusammen- 

gesetzter Ausdruck, nämlich 


N-— 


[em.2] _jed.2] 


en r ` 
Jee 21 Jee 2 


Ka 


Das erste Glied ist die mit einer Konstanten — multipli- 


[ec.2] 
zierte Ordinate der Biegungslinie des 2-fach unbestimmten Haupt- 
systems für die Belastung X,—1. Das zweite Glied gibt die Ordi- 
nate der X,-Linie. ebenfalls multipliziert mit einer Konstanten, und 
[ed.2] 
ee, Si 
aus den Ordinaten der Biegungslinie für XY =i am 2-fach un- 
bestimmten Hauptsystem und den ÖOrdinaten der X,-Linie. Ent- 
sprechendes gilt für die N,-Linie. Es sind zusammenzusetzen die 
Ordinaten der Biegungslinie des einfach unbestimmten Hauptsystems 
für die Belastung X, = 1 mit den Ordinaten der X,- und X,-Linie, 
entsprechend dem Ausdruck: 

Ami [Be.1] x [bd.1] E? 

è — [bb.1] [b5.1] ° [bb.1] 

Bei der X,-Linie tritt noch die Biegungslinie für X, — 1 am 
0-fach unbestimmten Hauptsystem (Grundsystem) hinzu; diese Biegungs- 
linie ist zusammenzusetzen mit den vorher bestimmten X,-, X,- und 
Ka Linien. 

Aus alledem folgt, daß sich die Einflußlinien der Un- 
bekannten X, bis X, durch Zusammensetzung der Biegungs- 
linien für die Zustände A. =1, W,=1,..., X, =1 am 0-, 1- 

..,„ 0—1-fach statisch unbestimmten System ergeben. Man 

beginnt mit der letzten, der X,-Linie, und bestimmt rückwärts fort- 
schreitend, der Reihe nach die sën, A A, bis X,-Linie. Jede 
dieser X-Linien, etwa die X; Linie, setzt sich zusammen aus der 
Biegungslinie für X;= 1 an einem zugeordneten, v-fach unbestiumten 
System, und den vorher gefundenen Einflußlinien für die (auf X,) 
folgenden Unbekannten X,, ¥,, ---, X,- Die letztgenannten Einfluß- 
linien sind dabei mit einem Festwert” gemäß Tabelle I zu multipli- 
zieren. 

Es handelt sich also zunächst darum, die Biegungslinien der 
einzelnen Hauptsysteme, d. h. von Systemen ansteigender statischer 
Unbestimmtheit zu ermitteln. 


zwar dem Festwert — 


Die X,-Linie setzt sich also zusammen 
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b) Ermittlung der Biegungslinien der statisch unbestimmten 
Hauptsysteme. Belastungszustände X... Aan, az, =1. 
Belastungsschema. Tabelle III. 

Um eine einfache Bezeichnung zu erhalten, schreiben wir die 
ebengenannten Belastungen X—=1 am 0, 1, 2, .... (o—1)-fach un- 
bestimmten Hauptsystem, wie folgt: f 

Kr; Xi 1, Xe. a = l; Kass L bis ... L,.—11. 

Der Grad der Unbestimmtheit des Hauptsystems, an dem eine 
Last X,=1 wirkt, wird also gekennzeichnet durch den neben i an- 
gesetzten Zahlenindex. Die Zusammengehörigkeit die Buchstaben a, 
b, c, ... und Zahlen O0, 1, 2, ... ist wiederum durch die Tabelle II 
gegeben. — 

Um nun etwa die Biegungslinie für die Belastung Xa zc) 
zeichnen zu können, müssen die drei zunächst unbekannten Lasten 
in a, b und c aufgesucht werden, da X, 3—=1 am dreifach un- 
bestimmten Hauptsystem wirkt (Fig. 119a). Diese drei Unbekannten, 
die mit der Last 1 in d zusammen eine am Grundsystem wirkende 


Belastung A3 =T 
a d £ 


Fig. 119a. gd 
, 


Fig. 119b. 7 b a & 


ad Ad Xod Aad=T 


Lastengruppe bilden (Fig. 119b), werden durch zwei Indizes gekenn- 
zeichnet, und zwar soll der erste Index (a, b, c, d) den Punkt angeben, 
in dem die Größe X angreift (Ort der Wirkung von X), der zweite 
Index (hier d) soll die Belastung (Ursache) andeuten, durch die 
der Wert X erzeugt wird (hier X,—=1). 

Allgemein soll eine Größe ZA) mit zwei Indizes die im 
Punkte i (Angriffspunkt von X) in Richtung von X, durch 
die Last X,—=1 am Hauptsystem hervorgerufene Kraft X 
bedeuten, wobei als Hauptsystem das der Last X, zugeordnete 
statisch unbestimmte System in Frage kommt. So z. B. würde X,, 
die ind auftretende Last bedeuten, die durch X,—1am (6fach un- 
bestimmten) Hauptsystem hervorgerufen wird. (Der Unbekannten 
X, ist ein 6-fach unbestimmtes Hauptsystem zugeordnet. Tabelle II.) 

Um die Lasten X a X,, und X,, infolge X. 3—=1 zu bestimmen, 
bedarf es nur der gleichen Überlegungen, wie sie in $12 bei der 
Darstellung der Unbekannten X angestellt wurden. Nach den dortigen 


1) Diese Lasten X; einer Lastengruppe X—=1 sind natürlich wohl zu 
unterscheiden von den Unbekannten X, der Aufgabe. 
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Ergebnissen können die gesuchten Werte ohne weiteres angeschrieben 
werden. — Bestimmt man zunächst A so ist dies eine Unbekannte 
am zweifach unbestimmten Hauptsystem infolge ¥, = 1 (s. Fig. 120a.. 
Sie ergibt sich demnach aus der Gleichung 

Ha eet 
{d ist statt m in der allgemeinen Gleichung einzusetzen, denn die 
äußere Belastung P. ist hier X,—=1 (Fig. 120a). Da nunmehr die 


Aa? 
d 
Fig. 120a. — + S 
Lie 
A A 
o 3 o Acd d Ada 
Fig. 120b. 
| ER bekannt 
A A 
KC Ka Ada 
Fig. 120c. = = Z a 
La bekannt 


beiden Lasten in c und d gegeben sind, läßt sich X, , als Unbekannte 
am 1fach unbestimmten Hauptsystem angeben, und zwar als Folge 
der beiden genannten Lasten XK, und X,,—1 (Fig.120b). Man erhält: 
[ba.1] i [de.1] 
[dd.1] [55.1] "Sg 
wobei für X,, der vorhin bestimmte Wert einzusetzen wäre. 

Aus den nunmehr bekannten Lasten X,, und X,, und der ge- 
gebenen Last X,; = 1 findet man die letzte Unbekannte X,, am 
Grundsystem (s. Fig. 120c) nach folgender Gleichung: 


Jil, cl [e] y 
em 2 [aa] [aa] cd [aa] dar 
Die gefundenen Werte werden in übersichtlicher Form (ähnlich 
wie in Tabelle I, S. 125) zusammengeschrieben. 


Xp = — 


Belastung Xz. = 1. 


Kog Ka Kei Xaa 


ER 
ERLA 
aa 
oe be.l 
Fri Wee CL -Xea 
_ [ad] _bd.l, ed 2: 1 


Belastungsschema. 


Lastengruppe Xa g — 1. 


Tabelle II. 


un Schema der ei Xaoo =l, Xoi 1 Xe  , up, 
i r z e e 
Xa ; In Ken Xar ES IT Au 
E Mi 1 ET 1 E 
[i 
== l 
AEF ! 
[a a) Kun 
a EI 
[4 — At Vu: Xen 
—_ — Deen _ 
Ay, il, | ed, | 
"Ted, kän 
lae] œ bei ce? y (de.8 
rien Ben "ee? Zus 
= zë — = = 
[af] x fi]. i dë e dr? [ef.4] „ 
f Te D A= igo Pal r) sy REI "Zo 
| = Ge 
Ag x bg 1| e eg2 e 1 do 8 Jeg Ali 
faa] Zei IB Ze = ae "M45 lee.4) Kun 
! 'ah) IAU „ Ich.2, a [dh 3] [eh.4] x 
h ~ faa lm "mu "Ju ee äi Tu ge "Tee äi Zu 
| lal, | Bil), | lei] y | Mä fei 4] „ „| 
Ste mn ef Ten, Ge A a ke AVERY aa! 
t gr "Bur" ee gi aas, TR hen | 
„em, DA, ke, l dks, ` ba 8 
[aa] " Di [ee.2] [ad.3} [ee Ai | 


OFI 


syeyzusejg Aan Zunsopny 


“aung 
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In dieser Tabelle ist wiederum ähnlich wie in Tabelle I, S.125.. 
jede Einzellast A durch die Summe der Glieder einer Vertikalreihe 
gegeben. Der Aufbau der Tabelle ist — bis auf die erste Zeile — 
ganz entsprechend dem der TabelleI. Nur die erste Horizontal- 
reihe (Glieder mit dem Index m. dem Kennzeichen der äußeren Be- 
lastung) fehlt, da eine äußere Belastung P nicht vorhanden ist. 
Insbesondere sind die Multiplikatoren der Größen X dieselben wie 
früher, nämlich gleich den Festwerten. — 

Bezüglich der Verwendung der vorstehenden Tabelle ist zu be- 
achten, daß sie zugleich die übrigen Lastengruppen X. »=—= 1 und 
Xs.. = 1 angibt. Es hätten sich z.B. für die Belastung X, »—=1 
am 2-fach unbestimmten Hauptsystem die Werte ergeben: 

H H 
D E und EBEN BE EE 
[65.1] [aa] [aa 

Würde man auch diese Werte in der bisherigen Anordnung an- 
schreiben, so erhielte man dasselbe, was sich in der vorstehenden 
Tabelle. S.139, beim Verschwinden der Glieder mit dem Buchstaben d 
ergebe. Man erkennt dies, wenn in der Tabelle die letzte Kolonne 
und die letzte Zeile mit dem Index d fortgestrichen wird. Hierbei 
wäre naturgemäß bei den Lasten X in a und b der zweite Index v 
{statt d) einzusetzen, als Kennzeichen der Belastung X,.2 = 1. Ebenso 
würde man den nächstfolgenden Belastungszustand X, ,—1 durch 
entsprechende Erweiterung der Tabelle finden, d.h. durch Ansetzen 
einer unteren Horizontalreihe von folgender Form: 


X, S 


zusetzen, da es sich um X.. „== 1 handelt. 

Man erkennt also. daß die Tabelle, bis zum letzten Belastungs- 
zustand X,.—1 = 1 fortgesetzt, alle Lastengruppen X; „= 1 in über- 
sichtlicher Anordnung darstellt. Werden entsprechend der Tabelle 
S. 125 die Lasten des Zustandes X, „—ı, angeschrieben, nämlich Xur. 
Kan Xer--- bis X,,, so sind damit zugleich alle vorherigen Be- 
lastungen (Lastengruppen) 3,.0—=1, X,.,—=1, X, 5=1 bis X,.o.-2„—=1 
gegeben. Denn es ist nur eine entsprechende Zahl von horizontalen 
und vertikalen Reihen fortzustreichen, um eine der sonstigen Be- 
lastungen entnehmen zu können. Der letzte Belastungszustand 
X,.o—1 = 1 stellt also das Schema aller Belastungen X—=1 
dar und möge daher als Belastungsschema bezeichnet 
werden. Die nebenstehende Tabelle III gibt das Belastungsschema 
für ein 10-fach unbestimmtes System (9-fach unbestimmtes Haupt- 
system; letzte Last X,, s. Tabelle II). 

Wie dieses Belastungsschema fortzusetzen wäre, wenn weitere 
Unbestimmtheiten hinzukämen, leuchtet ohne weiteres ein. Würde 
eine nächste Unbekannte X, in Frage kommen, so wäre l als zweiter 
Index (statt EI bei den Werten Y zu setzen und eine weitere Reihe 
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anzufügen. Die Glieder dieser Reihe sind durch die Fortsetzung der 
Vertikalkolonnen gegeben. — Will man aus dem Schema irgendeine 
von den andern neun Belastungen, etwa Ya. = 1 entnehmen, so kommen 
nur die oberen drei Reihen der Tabelle bis zur Reihe d in Frage. 
Ze — wäre —=1 zu Setzen, und bei den einzelnen Lasten A... Xy as 
Y,a als zweiter Index, der den Lastangriff kennzeichnet, der Soch, 
stabe d statt k zu wählen. Es würde sich also die schon vorhin 
(s. 8.139) dargestellte Lastengruppe Xa.3=1 ergeben. 

In dieser Weise können alle Belastungen X, ı—=1, XW.2=1. 
bis X,.9=1 aus dem Belastungsschema entnommen werden. 

Damit sind die notwendigen Unterlagen gegeben, um für diese 
Belastungen (Lastengruppen) die Biegungslinien zu zeichnen, da alle 
Lasten der einzelnen Gruppen bekannt sind und am Grundsystem 
wirken. (Wie zu einer gegebenen Belastung die Biegungslinie eines 
statisch bestimmten Systems ermittelt wird, ist in $ 8 dargelegt 
worden.) Aus diesen Biegungslinien setzen sich, wie in Abschnitt a 
gezeigt wurde, die Einfiußlinien der Unbekannten X zusammen. 
Daher bleibt jetzt nur noch die Art dieser Zusammensetzung der 
X-Linien zu besprechen (vgl. das folgende Zahlenbeispiel, I. Teil: 
Die Biegungslinien infolge X, o= 1, X1 = 1, Lı=1). 

c) Verschiedene Rechnungsarten zur Ermittlung der Einfluß- 
linien der Unbekannten X. 

cl Zusammensetzung aus den Ordinaten der Biegungs- 
linien der einzelnen Hauptsysteme. Wenn in der beschriebenen 
Weise die Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme bestimmt sind. 
so können die X-Linien nach den Ausführungen auf S. 136 ff. durch 
Zusammensetzung der Ordinaten der Biegungslinien gefunden werden. 

Die Aufgabe liegt dann ganz ähnlich wie beim allgemeinen Ver- 
fahren ($ 11,b, S.114), wo ebenfalls o Biegungslinien zu Einfluß- 
linien zusammenzusetzen waren. Dort waren indessen o Biegungs- 
linien des Grundsystems für die Zustände X, X,... bis X, —=1 
vorausgesetzt. Hier handelt es sich um die Zusammensetzung von 
Biegungslinien der einzelnen Hauptsysteme von ansteigender sta- 
tischer Unbestimmtheit, und zwar derjenigen für die Belastungen 
X0=1, X= 1, Xeo = 1... bis Ets 1. Wie auf S. 136 fi. 
bereits gezeigt wurde, ergibt sich eine \,-Linie durch Zusammen- 
setzung der Biegungslinie für X,—1 am zugeordneten Hauptsystem 
und der folgenden X-Linien, d. h. der Einflußlinien für X, bis X,. 
Dies läßt die Tabelle I ohne weiteres erkennen und ist früher näher 
erörtert worden (s. $ 14a). Die Art der Zusammensetzung erfolgt 
wie früher beim allgemeinen Verfahren: für die einzelnen Punkte a, 
deren Ordinaten bestimmt werden sollen, sind die Ordinaten des 
jeweiligen Punktes m aus den in Frage kommenden Biegungslinien 
(bzw. Einflußlinien) zu entnehmen, mit den Festwerten zu multi- 
plizieren und gemäß Tabelle I zu addieren. 

Zahlenbeispiel. Als Beispiel diene wiederum der schon mehrfach be- 
handelte Träger auf 5 Stützen. Zunächst sind die Einflußlinien für Xa.o = 1, 
ais und X..2e=1 zu bestimmen. Die Biegungslinie für Xa.o—=1 liegt 
bereits vor (Fig. 108). 


143 


; 14. Einflußlinien der Unbekannten X bei beweglicher Belastung 


S 


I Deeg 1, 


KI 


H 


I: A 


a.0 = 


stungen X 
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) Einflußlinie für X, siehe Fig. 109. 
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1) In den eingetragenen Zahlenwerten der Ordinaten sin 


toren u bereits berücksichtigt. 
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Beim Zustande X, ı = 1 ist: 
Alves, ul. 


= 
zen. 1917. 
` EA 


Beim Zustande X..2a—1 ergeben sich die Lasten X,.. ae Xer aus der 
folgenden Zusammenstellung. die der Tabelle III ıBelastungsschema) entspricht. 

Sind somit die Lasten der einzelnen Gruppen der X..o, der X2.1, der 
X..2—1 gegeben, so können die Biegungslinien in bekannter Weise gezeichnet 
werden (vgl. S. 116). Es entstehen dann die in Fig. 121 a—c dargestellten 
Biegungslinien infolge der Lasten Xa.0 = 1, 
Xb.1= 1, X.2=1. Die Ordinaten der 
entsprechenden Biegungslinien sind multi- 
pliziert mit den Multiplikatoren 

o 1 1 1 

“=— aaj? 251° Tee äi 

Aus den Biegungslinien der Werte 
Xa.0, Ann, Xe.2= 1 an den verschiedenen 
i Hauptsystemen ergeben sich die X- Linien. 
d. h. die Einflußlinien der Unbekannten. 
wie folgt. Die Biegungslinie für X..2 = 1 
ist bereits die Einflußlinie für X. (X,-Linie . 
Für X, gilt (s. Tabelle I) 

x, — [bm.1] Wei 

Ip  [bb.1] 

d.h. zu den Ordinaten der Biegungslinie 
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multiplizierten Ordinaten 


l | i der X,-Linie hinzuzufügen. Die Zusammen- 
setzung der Ordinaten der einzelnen Punkte 
m erfolgt in der gleichen Weise wie bei dem 
Zahlenbeispiel zu $ 11. So entsteht die in 
Fig. 122 dargestellte Einflußlinie für X,. — 
Will man z. B. die Ordinate im Abstande 
10 m vom linken Endauflager finden, so er- 
gibt sich diese nach der Gleichung 
_ [bm.1] (hei 
"o Den Gen 
= + 0,581 — 0,734 - (— 0,228), 
= 0,748. 
Nunmehr kann auch die Einflußlinie für 
X. gefunden werden durch Zusammensetzung 
1. der Biegungslinie für X..o=1, 
2. der Einflußlinie für X,, multipli- 


Lastengruppe X,.a 


as 0,247 


-Xoe = — 1,817 -(— 0,734) = 0,966 


‘Xec 


3. der Einflußlinie für X., multipli- 


| i ziert mit — dä 


| | denn es ist nach Tabelle I: 


T 
ST ziert mit — El — — 1,317, 
SJS, aa 
| 
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[em] _ledl y, lac x. 


[aa] aa] " faa] 
Diese Einflußlinie für X, wurde auf anderem Wege bereits auf S. 117 ermittelt. 


Di Zusammensetzung der Belastungen zwecks direkter 
Ermittelung der Einflußlinien 'X-Linie; als Biegungslinie. 
Anstatt die Ordinaten der Einflußlinien in der vorhin erläuterten Weise 
zusammenzusetzen, kann man natürlich auch, ebenso wie es beim 
allgemeinen Verfahren angegeben wurde (vgl. $ 11, b. ĝi, eine Zu- 
sammensetzung der Belastungen vornehmen und die Einfluß- 
linie direkt durch Auftragen einer Biegungslinie finden. Zur Er- 
läuterung diene die Tabelle auf S. 126. welche die Werte des 4-fach 
unbestimmten Systems enthält. Die X ‚Linie wird direkt als Biegungs- 

1 į 
i [dd.3] j 
gefunden. Die diesem Belastungszustand entsprechenden Lasten X, 4 
X, Za und X,, sind aus dem Belastungsschema zu entnehmen. — 
Für X, gilt die Gleichung 


linie für den Belastungszustand X,3=1, (bzw. KE 


erte St Jee. äi"? 


oder mit Einsetzung des Wertes von X: 


[em .2] Tl (dm. 3]\ 
ECH c.2) \ |aa.3]) 


ie 

Diese Gleichung besagt: Die Biegungslinie für die Belastung 
1 u T 1 

Xea = — mei und diejenige für Xas = — maa] 
wobei die letztere mit einer Konstanten. nämlich dem Festwert 
EE 
[ec.2] 
gungslinien erzielt man dadurch, daß man die Summe der Lasten (X 


RE 
[ee.2] 


tere multipliziert mit dem Festwert — 


sind zu addieren, 


zu multiplizieren ist. Diese Kombination der beiden Bie- 


al 


der Belastungszustände X. 2 = — und I; 3 = letz- 


led. 2] 
[ce.2] 


IE. 
EES 


, zugleich wirken läßt. 


Man wird also die Lasten: 


1 
Kos Aue Are (Zustand Dance 
und 
1 
Kr Ka Xeo Xaa (Zustand Xas =— Era 


letztere mit dem erwähnten Multiplikator (Festwert) multipliziert, 
zugleich aufbringen, d. h. es wirkt 
Pirlet, Statik. IT. 1. 10 
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DEER 
in a: E Be Ar 
[ed.2 
in b: 2,.— Gs: ya 
S [ed.2] 
m c: ee [ec.2] ed? 
a [ed.2 
in d: Eu 
1 Lo 
wobei er und Xaa = 174,3] ist. 


Ganz entsprechendes gilt für X,. Dort ist die folgende Gleichung 


zu benutzen: 
[bm.1] [be.1] [bd.1] 


CSN 


Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Ordinaten der X,- 
und X,-Linie (Einflußlinien) mit denjenigen der Biegungslinie für 


Zar [bb.1]  [bb.1] “° 


Ka (Biegungslinie für die Belastung Ku zu kombi- 
nieren sind. Zu diesem Zwecke setze man die Lasten der ent- 
sprechenden Gruppen, d. h. die Lasten von X= — a] und 


die vorher für die X,- und X,-Linie berechneten Lasten zusammen, 
wobei die Lasten der beiden letztgenannten Gruppen (X „und X yLinie) 
mit den in der Gleichung für X, angegebenen Festwerten zu multi- 
plizieren sind. 

Schließlich gilt für X, die Gleichung: 


8 zm [ab] [ac] x bis, 


Es sind also die bei der X,-, X,- und X,-Linie benutzten 
Einzellasten X (mit den vorstehenden Festwerten multipliziert) zu 


kombinieren nik der Last — m in a, die für die Die für 


aaj 
E. a verwandt wird. 
Aus alledem geht der folgende Gang der Berechnung hervor. 
Ist X, die letzte Unbekannte, so bestimmt man zuerst die Lasten 
E E des Zustandes X, (o—1= 1 und multipliziert sie mit 


a u, Diese Lasten sind durch das Be- 

Frei] 
lastungsschema gegeben. Die Biegungslinie zu diesem Belastungs- 
zustand ist die Einflußlinie für X,. — Die Einflußlinie der vor- 
herigen Unbekannten X, ist ebenfalls durch Aufzeichnen einer ein- 


X 


der Konstante 


ar? 
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zigen Biegungslinie zu einem zusammengesetzten Belastungszustande 
zu ermitteln. Die Lasten X dieses Zustandes setzen sich zusammen 
aus denjenigen des vorhin bestimmten Belastungszustandes X,..—ı 


1 
= — Multiplikator i I 
Fre (Multiplikator ist ein Festwert) und den Lasten 
1 
nes -Xag des Zustandes X, „9 = — OEE i d. h. der 
T 
Last X =— —— — am (ọ—2)-fach unbestimmten Hauptsystem. 


[aa.(e—2)] 
Ebenso sind — nach Maßgabe der Tabelle I, S. 125 — für die 
Einflußlinie der vorherigen Unbekannten X die Lasten X der beiden 
vorher bestimmten Einflußlinien, nämlich der X,- und X,-Linie, und 


der Lasten, e I,.0—3) = — ———— zu verwenden. 
SET EEN 
So ist fortzufahren bis zur ersten Unbekannten X,. Für eine 
der übrigen Unbekannten, etwa E. erhält man die Lasten X durch 


Zusammensetzung der Lasten X des Zustandes X, 3 = — on d 


[da.3] 
derjenigen aller folgenden X-Linien von X,... bis X,, und zwar 
kommt bei den Lasten jeder einzelnen Gruppe (X-Linie) der durch 
die Tabelle I gegebene Multiplikator in Frage. — Es sind also 
die Einzellasten X der einzelnen Biegungslinien der sta- 
tisch unbestimmten Hauptsysteme mit den Lasten X der 
vorher ermittelten Einflußlinien der nachfolgenden Un- 
bekannten zusammenzusetzen. 


Zur weiteren Erläuterung diene als Zahlenbeispiel wiederum 
der bisher benutzte Träger auf 5 Stützen. Die Ermittlung der Be- 
lastungen zeigt folgende schematische Rechnung. 


Zahlenbeispiel. Belastungen zur Ermittlung der Einflußlinien für E. 
Za, X. des Balkens auf 5 Stützen (vgl. die Tabelle S. 148). 


Die Lasten des Zustandes X..2—1 wurden bereits auf S. 144 gefunden, 


und hier nur mit eem ra multipliziert. Die betreffenden Werte 


zur Ermittlung der X.-Linie sind in Zeile 1) angegeben. 
Die beiden Lasten X,, und X,, (s. Fig. 121, S.143) des Zustandes Xb.1 = 1 


sind mit — m=- 0,0393 multipliziert [Zeile 2)]; hierzu addiert sind die 
mit Ei 0,734 multiplizierten Lasten [Zeile 1)] der X,-Linie, so daß 


sich insgesamt [Zeile 2){-3)] die in Zeile 4) angegebenen Lasten ergeben, die 
zur Bestimmung der X,-Linie dienen. Vgl. den Ausdruck: 


___[bm.1] Je 
POT Tb.)  [bb.1] Ve 


Entsprechend sind die Lasten der X,-Linie [Zeile 8)] durch Zusammen- 
setzung der in Zeile 5), 6), 7) angegebenen Größen gefunden. 


10* 
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| E S X 

1) X AE (s. S 144) — 00442 —01307 —0.17>l 
2 Jpg S = BR — 0,0517 0,0393 — 

D LI DEU 245 b UR — U, V343 

beii e, BEL 0m SS a 8 3 

LS sc 56.1 = GK EEN — 0,0959 Tone 

4) Belastung für X,; Zeile 2} — 3) — 0,0841 — 0,1352 | — 0,1312 
5) ie — 0,0250 a t g 

Gei i 

E ee ee a 

ji laa] Xz; aa 1317 STE — 0,1781 ke egen 
m lac] 3 EL A [ac] z ft Eat i ag ' 2 

KA [aa] Xu; V [aa] ~ 0,719 Sieg 0,0939 Bee 

8) Belastung für X.: 5)— ënn — 0,1040 — 0,0942  — 0,0443 


Man sieht, daß die Belastung für X, mit der auf S. 119 nach dem all- 
gemeinen Verfahren ermittelten Belastung übereinstimmt. 


$15. Ermittlung statischer Größen S aus den Unbekannten X. 


Sind die Unbekannten X des Systems infolge der äußeren Be- 
lastung gefunden, so kann die Berechnung irgendwelcher statischer 
Größen S. etwa der (nicht als Unbekannte gewählten) Auflagerdrücke. 
der Momente oder Stabkräfte usw. erfolgen. Man denke sich die 
nunmehr bekannten Werte Y als äußere Lasten am System ange- 
bracht: sie haben für die Beanspruchung die gleiche Bedeutung wie 
die gegebenen äußeren Lasten. Der Gesamteinflluß 8 muß sich nach 
den Ausführungen in $ 3, b (Superpositionsgesetz) nach der folgenden 
Gleichung berechnen (s. Gl. 11): 

S = So F Sa 4, E EE Ste 

S, ist der Wert S im Grundsystem, hervorgerufen durch die 
äußere Belastung allein. Die Multiplikatoren sind konstante, die 
von der äußeren Belastung unabhängig sind. Sie geben die Werte 5 
infolge der Belastungen X, = 1, X,=1...\,—=1 am Grundsystem. 

Bei beweglicher Belastung sind in vorstehender Gleichung 
die Werte S, sowie alle Werte X mit der Stellung der äußeren Last 
P. = 1 veränderlich. Es sind also die Einflußlinien dieser Werte. 
d. h. die S,-Linie und sämtliche X-Linien, zur S-Linie zusammen- 
zusetzen, wobei die Größen $,, S,...8,, die als Multiplikatoren der 
X auftreten, konstante, von der Laststellung unabhängige Werte!) sind. 


1) Die Zusammensetzung erfolgt wiederum, indem man für eine Anzahl 
von Punkten m die Ordinaten nach vorstehender Gleichung aus den ent- 
sprechenden Ordinaten der S,-Linie und der X-Linien zusammensetzt. 
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Zahlenbeispiel. Der als Beispiel dienende Träger auf 5 Stützen «ei 
belastet mit einer Einzellast von 1t im Abstande 10 m vom linken Endauf- 
lager. Das Stützmoment über der Stütze a soll bestimmt werden. 

Das Grundsystem ist ein einfacher Balken von 25 m Spannweite. Daher 
wird: 


So = = ‚5= 3mt 
= Ps4 mt, 
SA mt 
Se = — = s=—Iimt 


Die Werte X,, X,, X. für die angegebene Belastung können hier aus 
den Einflußlinien (Fig. 109, 122, 121c) entnommen werden. Es ist: 


= 0,584, 
X= 0,748, 
X. = — 0,228. 


Folglich wird das fragliche Stützmoment: 
S = 3 — 4 -0,584 — 2,2. 0,748 —— 1 -0.228 = — 0,7536 mt. 


Handelt es sich etwa um die Einflußlinie für das genannte Stütz- 
moment, so ist die vorhin für eine einzelne Ordinate erledigte Rechnung für 
sämtliche Ordinaten durchzuführen. — Die S,-Linie ist dabei mit der X,-, 
X,-, X.-Linie zusammenzusetzen. Die X-Linien sind nach einem der bisher 


Emflußlme 
Jür das Siuitzenmomernft Zei a 


Fig. 123. 


besprochenen Verfahren zu bestimmen; die $,-Linie ist die Einflußlinie der 
gesuchten statischen Größe, also des Momentes bei a, im Grundsystem, und 
4... bei a. Der Wert S 
ist für eine Anzahl Systempunkte nach der Gleichung: 

S = Ba Sa Xa + So Ka Än 

SH X+ (22) IH 
zu berechnen. So z. B. erhält man die Ordinate der S-Linie in dem vorhin 
betrachteten Punkte m (10 m vom linken Auflager) aus der Gleichung: 
S = 3 — 4 -0,584 — 2,2 - 0,748 — 1 -0.228 = — 0,7536, 

wie schon oben gefunden wurde. In gleicher Weise sind die Werte S für die 
übrigen Systempunkte zu berechnen, so daß sich die oben (Fig. 123) dar- 
gestellte Einflußlinie des Stützmomentes bei a ergibt. 


bildet somit ein Dreieck mit der Ordinate 1- 
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C. Eliminationsverfahren mit den Größen X, Ex 
X, Ken als Unbekannten‘). 


$ 16. Statische Deutung und Berechnung der Unbekannten 
KT KOR KE 

a) Gleichungen für die Unbekannten. 

cl Die Unbekannten als Quotienten zweier Verschie- 
bungen. Bei der bisher besprochenen Lösung der Elastizitäts- 
gleichungen nach dem Eliminationsverfahren setzen sich die Un- 
bekannten X (nach Tabelle I, S. 125) aus Quotienten von Ver- 
schiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme zu- 
sammen. Als Unbekannte der Aufgabe waren die Überzähligen X 
des Systems gewählt; aus diesen wurden die statischen Größen S 
nach Gleichung (11) berechnet. 


An 

Fig. 124a. 
Aa.o 

Ki 

Fig. 124b. 
Ki 

Ki 

Fig. 124c. 


Aez 


Es ist indessen nicht notwendig, die Überzähligen X als die 
Unbekannten anzusehen; man kann vielmehr die statischen Größen S, 
wie in Abschnitt b noch näher gezeigt werden soll, auch aus solchen 
Werten errechnen, die sich als Quotienten zweier Verschiebungen 
eines statisch unbestimmten Hauptsystems ergeben. Es sind dies 
die uns bereits bekannten Werte Xa o; Xb.1; Xe.2--- Är.o—n; d. h. die 
infolge P. am 0-, 1-, 2-...(o— 1)-fach statisch unbestimmten Haupt- 
system auftretenden Kräfte. Da diese Kräfte die einzigen über- 
zähligen Größen an dem jeweiligen Hauptsystem sind (vgl. Fig. 124), 
so stellen sie sich als Quotienten zweier Verschiebungen dieser Haupt- 
systeme dar, und zwar für den Fall einer äußeren Belastung P. 
in der Form: 


[em] ) 
a 7 
PORI EnH, e . . . (4) 
[em.2] 
= Lee. al" 


1) Anwendungen dieses Verfahrens finden sich im 2. Teil des II. Bandes, 
z. B. bei der Behandlung des beiderseits eingespannten Rahmens. 
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Im Fall einer Temperaturänderung lauten die Gleichungen: 


- __ [i 

Ka Ss [aa]? 
O bea 

D= — ia] nennen. (483) 
jos 

Gg IEN 


Im Fall von Widerlagerverschiebungen gelten die folgen- 
den Gleichungen: 


[az] 
n faa] DH 
— Di 
ACHT [d5.1]’ a (4) 
Lo [ew.2] 
> [ec.2]' j 


ß) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen- 
ausdrücke. Es ist früher (siehe $ 13a) gezeigt worden, wie die 
Verschiebungen der einzelnen Bacptsyelene aus den vorher berech- 
neten Verschiebungen des Grundsystems durch allmählich fortschrei- 
tende schrittweise Zusammensetzung bestimmt werden. — Man kann 
natürlich diese Verschiebungen der Hauptsysteme mit Hilfe der 
Arbeitsgleichung auch als Summenausdrücke darstellen und erhält 
dann für die Unbekannten folgende Ausdrücke: Bezeichnet man eine 
beliebige Unbekannte mit X, und wirkt diese am »-fach statisch 
unbestimmten Hauptsystem, so gilt für den Fall einer äußeren 
Belastung P. die Gleichung (siehe Gleichung 42): 


e DHA 
> für] 

Hierfür läßt sich bei biegungsfesten Stabwerken nach 
Gleichung (27) (S. 47) schreiben, wenn man mit Mi», Ae Qi.» die 
Momente, Normalkräfte, Querkräfte infolge X; „= 1 (X; =i am 
v-fach unbestimmten Hauptsystem) bezeichnet: 


ds o (ssa A, [an — Gë 
Se SEN sfa Qis z GF 


E GE Eaeee 


[NB. Dabei kann man im Nenner bei den quadratischen 
Gliedern einen Faktor W;,, na O;., durch die entsprechende 
Größe M,, N,, Q; im Grundsystem ersetzen (vgl. $ 5b, Gl.19e u. 19d)]. 


us 
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Man erhält also die Unbekannten der Gleichungen | 42) in „folgender 
Form. wobei wir der einfacheren Schreibweise wegen our? den Bei- 


trag der Momente einsetzen: 


Pe ei Z 7 
d 
Mpio — 
Ja ey Br 


Bei Fachwerken lauten die entsprechenden Gleichungen 


ds 
EE 
| . (85) 


Xr u= 


Xo. 1 = — 3 > 
ZB es 
22.22. (46) 
ES 
EA ee, EF 
È Be d'en 


Arie E Kee 3 
Zoe? es / 


Hier bedeuten die Werte 5. die Spannkräfte infolge X;—, am 
v-fach statisch unbestimmten Hauptsystem. In dem Nennerwert 
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kann wiederum der eine Faktor $,, in $,,°) durch $,, d.h. durch 


S infolge X,=1 am Grundsystem ersetzt werden. 


Im Fall einer Temperaturänderung ändern sich die Zähler- 


werte der Unbekannten. Es wird: 
Bei biegungsfesten Stabwerken: 


Js, ,f 
finet as | N, Eh ds 


Xeo =— E 
Pr 
a EJ 
finast ds et 
vı = i ds 
EE 
f (47) 
fa 2€ EE 
As =— — es: ` Te en 
- a dë 
: IE: 7 SS 
A [une ae f Sru- yE- ig ds 
A. BEE = + S 7 FIRE 
s „ds 
f Ur e-u Sr ) 
Bei Fachwerken: 
S IS -et-s 
Xa.0 = = s 2 
2 A 
ECH ER 
e Z Spets 
Anni = b1 > 
IS. EF 
. .. . (48 
e 5 Sez et-s | ( ) 
Kë: kees P H 
R Ki oe 2 
ZP Ss | 
= ES, 0o—_n-ets 
en 
ZS, e-d GE 


Im Falle von Widerlagerverschiebungen erhält man durch 
Auflösung der Gleichungen (17e) (Abschnitt I, S. 28) für eine Un- 


bekannte X, , den Ausdruck: 


Kyy SS 


[iw.»] 


EEN 


2.49) 
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NB. Hierbei ist der Zähler [iw.»; nicht zu verwechseln mit der 
gegebenen Verschiebung Zoe zl des Angriffspunktes i der unbekannten 
Auflagerkraft XZ: [iw.»] ist jener Ausdruck. der durch schritt- 
weise Zusammensetzung aus den Verschiebungen [iw] der Grund- 
gleichungen (17e) ebenso entsteht wie "im xl oder [it.»]; er stellt die 
Wirkung all der einzelnen Widerlagerverschiebungen und der dadurch 
auftretenden Überzähligen auf die Verschiebung des Punktes i dar. 

Mit Rücksicht auf Gleichung (31) (S. 50) kann man für den 
Zähler [iw.»] schreiben: 


iw.v) = — ZLi.v-[lw.v], 
d 


wo Li.» die Auflagerkräfte im »-fach unbestimmten Hauptsystem in- 
folge X,—=1 und Is. al die gegebenen (geschätzten) Verschiebungen 
der Angrifispunkte Z der Auflagerkräfte in Richtung dieser Kräfte 
bedeuten. 

Somit erhält man für vollwandige Systeme wie auch für Fach- 
werke die folgenden Gleichungen: 


— ZL,[lw.r] 


Xa.0 — k 
_.—Zb.ı[lw.r) 

u en 

Xe Ze Ir Di 

o? = [ee.2] f 

E = — — 2 Lr .te—1) [Tw.v] 


[rr.(o—1)] 


Für die Nennerwerte sind die in den früheren Gleichungen ver- 
wandten Summenausdrücke einzusetzen (vgl. das Zahlenbeispiel S. 132). 

Man erkennt, daß zur Berechnung der Unbekannten als Quo- 
tienten zweier Summenausdrücke die inneren Kräfte H. Niv, Orv 
(bzw. bei Fachwerken die Spannkräfte S;,) und die Auflagerdrücke 
L,., zu berechnen sind. Man hat also bei vollwandigen Systemen die 
Momente, Normalkräfte und Querkräfte, sowie die Auflagerdrücke in 
den einzelnen statisch unbestimmten Hauptsystemen infolge der 
Lasten X,—=1, bei Fachwerken die entsprechenden Stabkräfte und 
Auflagerkräfte zu berechnen. Wie diese Wirkung von X, ,=1 sich 
ergibt, werden die folgenden Ausführungen (Abschnitt b) zeigen 
(GL 51). 

Bei dem zuletzt betrachteten Verfahren haben die Unbekannten 
die gleiche einfache Form eines Quotienten wie beim 1-fach unbe- 
stimmten System. Auch hier sind also die Biegungslinien der ein- 
zelnen Hauptsysteme zugleich die der Einflußlinien der Unbekannten. 
Es fragt sich jetzt nur, wie die Wirkung dieser neuen Unbekannten 
zu denken ist und wie man aus ihnen beliebige statische Größen 

- berechnet. 
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b) Wirkungsweise der Unbekannten Za Xo.1;, En, als 
Lastengruppen am Grundsystem. — Berechnung statischer Größen S 
(Einflußlinien). 

Um die Wirkung einer solchen Kraft, etwa X,.2, auf das 
Grundsystem zu erhalten, betrachte man diese Kraft zusammen 
mit den zugehörigen, in a und b auftretenden Lasten X,, und 
X,. als eine am Grundsystem wirkende Lastengruppe, bestehend 
aus den drei Kräften X, ., Xp, und X,, (s. Fig. 125). Denn die 
Last X. kann nicht auftreten, ohne zugleich in a und b die 
zugehörigen Wirkungen hervorzurufen. Wirkt X..2=1, so treten 
in a und b die bekannten aus dem Belastungsschema (Tabelle IIL, 
Seite 140) zu entnehmenden Kräfte X, X,. auf (siehe Fig. 125), 


Belastung Xog =1 


EI ZS c 
Aac Age ees? 
— ac) äi =_-[er 
Ze Se 168.7 
Fig. 125 


die sich aus der Bedingung ergaben. daß die Verschiebungen 
von a und b in Richtung von X, bzw. X, gleich O sind. Nimmt 
die Kraft in c einen beliebigen Wert X..2 an, so treten in a und 
b gleichfalls die X...-fachen Werte der vorgenannten Lasten X, 
und X,. auf. — Man kann allgemein sagen: Die Wirkung der 
Unbekannten X;, am v-fach statisch unbestimmten Haupt- 
system ist also gleich derjenigen einer Lastengruppe (X, 
N; Au, X;;) auf das Grundsystem. Dies gilt von allen Un- 
bekannten X,.o, aa, Xe.2 --- Xr.—1- Die gleiche Auffassung lag 
übrigens auch bereits den Ausführungen in $12 zugrunde, wo wir 
den rechnerisch gefundenen Werten für X eine statische Deutung 
gaben. 

Auf Grund dieser Auffassung erledigt sich nun die Frage nach 
dem Einfluß einer solchen Unbekannten X;., (etwa X...) auf eine 
statische Größe S ohne weiteres. Der Wert S z. B., der lediglich 
infolge X,.2—=1 auftritt, sei mit H. - bezeichnet. Er stellt den Einfluß 
der Lastengruppe X.. = 1, d.h. der Einzellasten XZ. X,., E, dar. 
Da S,- S,. S, den Größen X, =X,=_\,—=1 entsprechen, so ist 


Se.2 = Sa Xa +, I. + Se Koes 
wo S,» A. S, die Werte S im Grundsystem infolge XY, =1, X, = 1, 
X,= 1 bedeuten. Allgemein gilt: 
Si.» = Sa’ Xai t So Xoi- Se Kit. IX. . (GU 


wo Ae X Ae, X; die Einzellasten der Gruppe X,,=1 be- 
deuten. 

Wenn Se.2 infolge X. 2 = 1 auftritt, so erhält man infolge A - 
den Wert Se.2-Xe 2; entsprechend ist der Einfluß eines beliebigen 
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Unbekannten X, gleich S.A Zu dem Einfluß der einzelnen 
Unbekannten tritt as von > auf das Grundsystem, d.h. der 
Wert S, hinzu, also die gleiche Größe wie beim früheren Verfahren 
(Wert S, wenn alle Unbekannten gleich O sind). Somit wird ins- 


gesamt: 


S= Sy — Sa’ an 5.1 ai Bea Xet. Se Iren - 6%) 


Aus den vorstehenden Angaben erkennt man ohne weiteres, wie 
die Einfiußlinien einer Unbekannten und einer statischen Größe S 
sich ergeben. Die Einflußlinie einer Unbekannten X,, ist 
identisch mit der Biegungslinie für X, —1 am v-fach unbe- 
stimmten Hauptsystem oder, was dasselbe ist. mit der Bie- 
gungslinie des Grundsystems infolge der Lastengruppe 
X; = 1, d.i. der Einzellasten X_, Xsis Zug Xj; Diese Einzel- 
lasten sind durch das Belastungsschema (siehe Tabelle III, Seite 140) 
gegeben, so daß es keiner weiteren Angabe bedarf. 

Sind in dieser Weise die Einflußlinien der Unbekannten A. o. 
Ann, An, te 11 gefunden. so erhält man durch ihre Zusammen- 
setzung mit der S,-Linie die Einflußlinie einer statischen Größe $ 
(z. B. eines Momentes u. dgl.) und zwar nach Maßgabe der vor- 
stehenden Gleichung (52). Die Multiplikatoren S;, der X-Linien 
sind durch Gleichung (51) gegeben. 

NB. Ein Beweis für die Richtigkeit des vorhin erläuterten 
Rechnungsganges ergibt sich aus den folgenden Ausführungen über 
das verallgemeinerte Eliminationsverfahren (siehe Abschnitt E), das 
den unter C behandelten Rechnungsgang als Sonderfall in sich 
schließt. 

Zahlenbeispiel. A. Berechnung der Unbekannten X und sta- 
tischer Größen S für eine gegebene äußere Belastung. 

a) Ruhende Belastung. Es soll wieder der Träger auf 5 Stützen 
untersucht werden, und zwar zunächst für eine ruhende Last P„=1t im 
Abstande 10 m vom linken Endauflager. — Die Unbekannten ermitteln wir 
nach Gleichung (42), wobei die Verschiebungen der unbestimmten Hauptsysteme 
durch Zusammensetzung aus denen des Grundsystems gefunden werden können. 
Mit den schon im Zablenbeispiel S. 130 auf diese Weise errechneten Werten 
ergibt sich: 


___am] _ 
Kun Kee = 1,406. 
"bm. 17 
äerer ES e ER 
em 2 ` 
Kaamst] O83 


Die Berechnung einer beliebigen statischen Größe S erfolgt dann gemäß 
Gleichung (52) nach der Formel: 


S=S-9a.0%2.0+ So .1 Xo.1 + Bea Xe.2. 
Handelt es sich etwa um ein Moment M, so lautet die Gleichung: 
M = M, + Ma. 0 Xa.04— Mo .i Enz Me.2 Xe.2. 
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Die Werte W,, Ma.o, Mi.1, M..2 können dabei entnommen werden aus den 
Momentenflächen für die Belastung Pa am Grundsystem (M,-Fläche) und für 
die Lastengruppen Xa.0, X5.1, Xe.2=1 (Ma.o. Mi M..e-Fläche). — Die 
M,-Fläche ist ein Dreieck nach Fig. 126a. — Die M..o-Fläche ist gleich der 
M.-Fläche (Fig. 126b). — Um die M;.ı-Fläche zu finden, hat man die Last 
Xs.ı = 1 am 1-fach unbestimmten Hauptsystem anzubringen, bzw. die aus dem 


Belastungsschema sich ergebende Lastengruppe Xz; =1, Xas =— a. =— 1,317. 


Die zu dieser Belastung gezeichnete Momentenfläche ist die My.1-Fläche. 
(Fig. 126c). — Ebenso finden wir die M..2-Fläche, indem wir die aus dem Be- 
lastungsschema sich ergebende Lastengruppe für N, e—=1, nämlich X, =1. 

DT a u a A 
CL ‚aa. aa 

— 0,719—1,317 -{— 0,734) = 0,247 
als Belastung aufbringen. Die dazu gezeichnete Momentenfläche ist die M, 2- 
Fläche (Fig. 126d). 


-Xr = 


ERT 


m 


Fig. 125a. 


Fig. 126b. 


+ Mao- Fläche 


Fig. 126c. 
My 5 Fläche 


Fig. 126d. = 
E Ss + N 
S Š R M.2"Fläche 


Aus diesen Momentenflächen sind dann für den Punkt, dessen Moment 
zu bestimmen ist, die Werte M,. Me.o, Max Me.2 zu entnehmen. Das be- 
reits früher auf anderem Wege berechnete Stützenmoment M, bei a (vgl. das 
Zahlenbeispiel in $ 15) ergibt sich z. B. wie folgt: 


M, =3 — (— 4)-1,406 + 3,069-0,581 + (— 0,378)-(— 0,233) = — 0,753. 


b) Bei beweglicher Belastung sind für die Unbekannten Kan Xo.1, 
Xe.2 die Einflußlinien zu bestimmen. Wie oben gezeigt wurde, sind diese ge- 
geben durch die Biegungslinien der einzelnen (0-, 1-, 2-fach unbestimmten) 
Hauptsysteme für die Belastungen Xa.o=1, Xp.1=1, Xe.2=1, oder, was 
dasselbe ist, es sind die Biegungslinien des Grundsystems zu ermitteln für die 
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Lastengruppen X,.0—=1 (bestehend aus Kaz, Xb.ı— 1 (bestehend aus 
Xs = 1, Xap = — 1317, und X..2= 1 (bestehend aus X.. = 1 , Xz e = — 0,734, 
Xae= 0,248;. Diese Biegungslinien des vollwandigen Systems werden gefun- 
den, indem man (nach § 8) entweder die Momentenflächen für Xa.0 = 1, 
Xb. = 1, Xe.2 = 1 (Mr, Mo.1-; Me.:-Fläche) als Belastungen auf den einfachen 
Balken aufbringt und dazu das Seilpolygon zeichnet (Mohrscher Satz), oder 
indem man die elastischen Gewichte nach der Formel 

Sn f sy) a 5 
e Mauer C Um Un) 
errechnet und zu diesen Gewichten das Seilpolygon (rechnerisch oder zeichne- 


EJ wn = 


risch) bestimmt. Diese Biegungslinien sind noch mit den Werten — ee 

L i 
— on , — GC zu multiplizieren; im Zahlenbeispiel $ 14, c), Seite 142, sind 
die Einflußlinien ermittelt und in Fig. 121a—c aufgetragen. 

Will man nun die Einflußlinie für eine beliebige statische Größe S be- 
stimmen, etwa für das Stützmoment M, bei a, so errechnen sich deren Ordi- 
naten nach Gleichung (52): 

S = So + 52.0 Xa.0 4 5.1 X5.1—+ Se.2 Xe.2, 
also hier 

M, = M, Mao Xa.0 + Mb.1 nii Mea Xe.2. 
Darin sind die Werte Mao, Mo.1, Maa konstante, von der äußeren Belastung 
unabhängige Werte, hervorgerufen durch die bekannten Belastungen Zoo, 
Xb.1, Xe.2 = 1; sie können aus den Momentenflächen Fig. 126b—d entnommen 
oder nach Gleichung (51) errechnet werden, also wie folgt: 
Ma.0 = At. = zz 4. 
Mo.1ı = M.-X., + M = (— 4)- (1,31725) + (— 2,2) = — 3,069. 
Me 2 = Ma- eier My: Ee M. = (— 4): 0,24826 — (— 2,2) -(— 0,73411) 
+ )=— 0,37. 

Mit diesen Werten sind die Ordinaten der Einfiußlinien für Zon, Xb.1, Xc.2 
zu multiplizieren und zu denen der Einflußlinie für M, am Grundsystem zu 


addieren. Letztere ist hier ein Dreieck, welches sich über den ganzen Balken 
erstreckt und in a die größte Ordinate 7—=4 hat (siehe Fig. 127). 


Enflußlime für Mz 
Fig. 127. 


Für den Punkt m im Abstande 10 m vom linken Endauflager ergibt sich 
somit die Ordinate der Einflußlinie (M,-Linie) wie folgt: 
M,=3—4.1,406 — 3,069 -0,581 — 0,878-0,233 — — 0,753 mt. 


In gleicher Weise sind die Ordinaten der übrigen Punkte zu berechnen. 
e) Einen zweiten Weg zur Ermittlung der Unbekannten Een, 
Xb.1, Xe.2 bei gegebener (ruhender) Belastung liefert Gleichung (45). Die er- 
forderlichen Momentenflächen sind in Fig. 126a—d aufgetragen. Unter An- 
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wendung der geschlossenen Ausdrücke $ 7b findet man (sämtliche Werte sind 
mit dem konstanten Wert EJ multipliziert): 


on ` 400 
2 BER WEE 
[e fns sa De, 


-3,0692 — + 3,069 (2-3,069 — 3,262) — (— 3,262) (— 3.262-2 


=> 
5 
Fu 
Du 
Co 
I 

ol on 


We 
+ 3,069) + 1.3.20» — A58, 


[Meram 2 OB "— 0,378 (—2-0,378— 1,176) —1,176 (2-1,176— 0,378), 


EH 6 — 2,193) — 2,193 (— 2-2,193 — 1.176)] 
5 56,17 
BR RL 
12.219 7% 
EE EECH 
ES 562,5 
gm 3)- 6= ES 


Aer AE 3,069 (2-36) — 0,448 (2-6 — 8), 


+4048. 
(2-6 4,4) — 3282 (2-44 — j1 F At Bang ER. 


Ee 
a> Š [0,485 (2-6 + 4,4) + 1,176 (2-4,4 + 6)] 
+0 ‚176 (2-4,4 + 2) — 2,193 (2-2 + 4,4)] 


+42. (— 2,193) — m 


Damit erhält man durch er der Quotienten die Werte (vgl. S. 156): 


Lä 
anze — = =— Zei 1,406 
Jes 
ds 
U, Mb.1—— 
Xo d no 
M; e ds = 
Her 


M, Mes 7 9 
f N nn EN a, 


Xe 2: = — = = 
= 56,17 
fer 35 
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D. Eliminationsverfahren mit den Überzähligen X als 
Unbekannten [zweite Methode]. 


$17. Darstellung der Unbekannten X als Funktionen der Ver- 
schiebungen [am], [bm]. ..., [rn] des Grundsystems. 


a) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschiebungen 
[am], [dm .1], [em.2].... 


In der Tabelle I 'S. 125, sind die Werte der Überzähligen X 
dargestellt. Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die 
betreffende Unbekannte. Jede Unbekannte, z.B. X,. enthält die als 
bereits berechnet anzunehmenden Werte der nachfolgenden Unbe- 
kannten X,—X,. Diese letztere, also A. stellt sich als Quotient 
zweier Verschiebungen des (o—1)-fach unbestimmten Hauptsystems 
dar. Würde man diesen Wert in die vorherige Kolonne (Unbe- 
kannte X,, s. Tabelle I) einsetzen, so würde sich X, lediglich aus 
Quotienten von V erschiebungen zusammensetzen. So könnte man fort- 
fahren und die gefundenen Werte X, und X, in die Kolonne für 
X, einsetzen und so fort bis hinauf zu A. Dann wäre jede Über- 
zählige lediglich aus Quotienten von Verschiebungen dargestellt, und 
zwar von Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme ansteigender 
statischer Unbestimmtheit. Jeden dieser Ausdrücke einer Unbe- 
kannten X könnte man so ordnen, daß alle Glieder mit [am], alle 
mit [bm.1], alle mit [cm.2] usw. je für sich zusammengestellt 
würden. 

Diese Darstellung suchen wir jetzt zu gewinnen, und zwar er- 
reichen wir dies am einfachsten unter Anwendung des zuletzt (siehe 
Abschn. C) verwandten. Gedankenganges auf folgendem Wege. 

Jede statische Größe $ kann aus der Gleichung berechnet 
werden: 

S = So + Bo ant So.1-Xo.1 L Bear Za + SEEE 


Die Bedeutung dieser Größen wurde im letzten Abschnitt erläutert. 
— Wir wenden diese Gleichung an auf die Überzähligen X des 
Systems, die wir ja gleichfalls als statische Größen S auffassen 
können. 

Untersuchen wir z. B. die erste überzählige Größe X, und 
fragen nach den Multiplikatoren S der Unbekannten in voriger 
Gleichung. 


Ze ën, 46: infolge P. (am Grundsystem); Sọ =0 


Xa 
Saos ? X, ” rl Se. o=1 
Sei np X, sn Xoa=l; So.1 = at 
Kä? ” be 


” Agami; ER ei 


Sr? X, >o Arys Sry =X ar 
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Es ist wohl ohne weiteres klar, daß z. BS: hier derjenige Wert 
von X, ist, der infolge X.. = 1. d. h. infolge X,—=1 am 2-fach un- 
bestimmten System hervorgerufen wird. Diesen Wert nannten wir 
X_.: es ist die in X, wirkende Einzellast der Lastengruppe X, 2 = 1. 
So stellen hier alle Multiplikatoren $ die in a wirkenden Lasten 
der verschiedenen Lastengruppen E, o, Ana, Xe.a --. Xp. o1 = 1 dar. 

Diese Werte sind uns nicht mehr unbekannt; sie sind durch 
das Belastungsschema Tabelle III. S. 140 gegeben. Dort ist eine 
Lastengruppe X,.9—=1 dargestellt. Die erste Vertikalkolonne gibt 
uns die Last E. also den Multiplikator So von Era — Bekannt- 
lich gibt das Belastungsschema, wenn man die Reihen und Kolonnen 
fortsetzt bzw. begrenzt, auch für jeden anderen Belastungszustand 
die Einzellasten der Lastengruppen X,.„ = 1. Z.B. würde man X,.- 
erhalten, wenn man die Tabelle III bei der dritten Kolonne ab- 
schließen und X,,= 1 setzen würde (Lastengruppe X. zz?) 

Wir können also für die erste Überzählige X, schreiben: 


X aer Xa. + Xa Xo. aeren, Xar Xr. oi 
Setzen wir für die Größen Zo Änn... ihre Werte ein. so 
ergibt sich: 
[am] [bm.1] ~ [cem.2] [rm.(o—1)] 
Tel el ee Teea] ea are 
Wir führen folgende Abkürzungen ein: 
1 
aa] Ne 
1 
Bi) A 
1 sxo ne g a (53) 


e TE, 
rr(e—1)] 7 
Dann erhalten wir 
X= Xu Har lam] Er tt ëm UE X, -u,lem.2])—+ ... 
en [rm.(0—1)]. 

Die gleichen Überlegungen führen zu entsprechenden Ausdrücken 
für die folgenden Überzähligen. Handelt es sich z. B. um die dritte 
Unbekannte X, so ist der Wert X, infolge X, o= 1 und X% = [1 
naturgemäß gleich 0, weil hierbei in « keine Lasten wirken. Die 
Reihe beginnt erst bei X „= 1 infolge %,2—=1. Man erhält: 


X, = Aa le [em.2] + a Ba [dm.3] + Sg Kur 3 [rm.(e = ij. 
Wir schreiben die Unbekannten in einer Tabelle zusammen und er- 


halten folgende Darstellung: 
Pirlet, Statik. IL 1. 11 


Tabelle IV. 


Darstellung der Unbekannten X des o-fach unbestimmten Systems 


; H 
| i | « | bo | e d | ES f | SW P vr me Vom 
| u | Xa X, | Ki | Xa | X | X; | Xy | K | A A, | X, der Wate Xa 
E S X. | lam] 
ne > R FE | = ~ e = Kar o o m m.1] 
n . = E X X u o i 8 Im, 9) 
€ y Ha i Be / AA Aa Xua f ! "3" 
lan. ulm I. Pei 
f e Ge Kr er Xor ES j X; l | im | _ 
D VT E ER ER ev nl 
H lp Xap Xop Aen Xap Xp An | WI (mhte 
p ra D x, Ku Xau Ze Xyu e | w don lam @ ` 21 
zs Wi f Xar ER Xer Xa Xa X; | X, Nu | ds ni 
Irexs-xn|s-x L| 3=X,| 3=X; = = Sale? 


I 
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4 Jan zunsolmny 


yenzie; 
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Dan r 
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Wie die Tabelle zu verwenden ist. ergibt sich aus dem Ver- 
gleich des vorhin ermittelten Wertes für X, oder X, mit den ent- 
sprechenden Kolonnen der Tabelle. 


Jede Überzählige Y, ergibt sich als eine Summe von Produkten. 
und zwar auf folgende Weise: 


Jeder Wert X,, einer beliebigen Vertikalkolonne ¿į wird mit den 
beiden auf der gleichen Horizontalen stehenden Größen der Kolonne I 
und II multipliziert. also mit u, und [km.v]. Die Summe sämtlicher 
Produkte gibt die Unbekannte ZX. 


Wie die Lasten \,, aus dem Belastungsschema zu ermitteln 
sind, wurde bereits vorhin bei der Bestimmung der Unbekannten X, 
ae Die in Tabelle III z. B. dargestellten Lasten X, bis 

„ des Belastungszustandes Xr.„=1 geben die sämtlichen W erte X 
Aë horizontalen Reihe k in vorstehender Tabelle Um die ent- 
sprechenden Werte der Reihe i zu erhalten, wäre der Belastungs- 
zustand X; s—=1 zu bestimmen, d. h. die Tabelle III wäre für 
X;; = 1 bis zur 8. Reihe zu entwickeln. 


Die durch vorstehende Tabelle dargestellte Berechnung der Un- 
bekannten X läuft bei beweglicher Belastung darauf hinaus, die 
Einflußlinien der X aus den Biegungslinien der einzelnen Haupt- 
systeme ansteigender statischer Unbestimmtheit zusammenzusetzen. 
Diese Biegungslinien setzen sich nun aber wiederum zusammen aus 
solchen des Grundsystems.. Darum muß es auch möglich sein, die 
vorhin gefundenen Ausdrücke der Überzähligen X als Funktionen 
der Verschiebungen des Grundsystems, also der Werte [am], [bm], 
[em], .... [rm] zusammenzusetzen. Wie diese Zusammensetzung in 
einfacher Weise erfolgen kann, darüber soll im folgenden eine nähere 
Untersuchung angestellt werden. 


b) Darstellung der Unbekannten als Funktion der Verschie- 
bungen [am], [bm], [em]; -.. [rm]. 

Wir betrachten den vorhin ermittelten Ausdruck für eine Über- 
zählige, etwa X,. Dieser Wert lautet: 

Cé Pan "Ba" [em.2] + Kat [dm.3] + bei AH me -[rm. ew—1)]- 

Die Werte [cm.2], [dm.3] ... sind Ordinaten der Biegungslinien 
für die Belastungszustände X.»s=1, Xas=1... bis I,..o—1,=1. 
Diese Belastungszustände sind die uns bekannten Lastengruppen, 
die wir der Veranschaulichung halber in Fig. 128 nochmals dar- 
stellen. 


Wir denken uns einen Träger auf (o—-2) Stützen mit den o 
Unbekannten (Stützendrücken) X, bis X,. In Fig. 128 sind einige 
Lastengruppen nebst den zugehörigen Momentenflächen angedeutet. 
Gemäß dem vorstehenden Ausdruck für X, könnte man die Einfluß- 
linie für X, auf folgendem Wege erhalten. Man multipliziert die 
Lasten FE: Xo X. in Fig. 128b mit den Konstanten X, „u, und 


ce fe 


LS 
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a ZS c d e Es Z g r 


Fig. 128a. 


Belastungszustand A 2=7 


ESB A 


Žac Ze 
Fig. 128b. 
a 5 C g Belastungszustard' Az 3=1 
Ad Ma Aa Ze? ES 
Fig. 128c 


Delastungszustand A. o_4=7 


Fig. 128d. 


ermittelt die Biegungslinie; desgleichen multipliziert man die Lasten 
Xaa bis X,, (Fig. 128c) mit X, a'ua und ermittelt die Biegungs- 
linie; entsprechend verfährt man mit allen folgenden Lastengruppen 
bis zur letzten X,, wo man alle Lasten mit den konstanten X,,- u, 
multipliziert und die Biegungslinie zeichnet. Hiernach wären ge- 
mäß der Gleichung für X, die Ordinaten dieser sämtlichen Biegungs- 
linien zusammenzusetzen. 

Nun kann man, anstatt die Biegungslinien einzeln zu ermitteln 
und sie dann zusammenzusetzen, auch direkt eine einzige Biegungs- 
linie zu einem zusammengesetzten Belastungszustand ermitteln, d. h. 
man kann die Zusammensetzung in den Belastungsordinaten vor- 
nehmen. 

Wir fragen also: welches sind die in den Punkten a,b,c,...r 
wirkenden Lasten, deren Biegungslinie direkt die X,-Linie liefert? 
“3 Wir wollen diese Lasten mit X, Xpo o Xio --- ne Zoe 
X,. bezeichnen (s. Fig. 129). 


Man erkennt ohne weiteres, daß wir die Lasten X in jedem 
einzelnen der Punkte a bis r finden, wenn wir die vorhin in dem 
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betreffenden Punkte wirkenden, in Fig. 128 angeschriebenen Lasten 
mit den angegebenen Faktoren multiplizieren und addieren. 


Es wird also z.B. 


ang ehe a a Aee "Har Aai Aa T He’ Kae Ara Tt Up Aar Aer 
Ce Xar T Beide RR E Rn 
aer Re E eg PER ART Da RE Er MeNe GER 
7 = X m ee m «N, X 
Auer Wi Xaa Ka Ue Jae éi we My Xar Ku 
N. = E GR OBER 


Diese Ausdrücke ergeben sich nun, wie man sieht, in einfachster 
Weise aus Tabelle IV: Man multipliziert die Werte der Vertikal- 
kolonne c mit den auf gleicher Horizontalen stehenden Werten der 
einzelnen Kolonnen a, b, e... r und den zugehörigen Multipli- 
katoren u. 

Also die Last A, würde sich in folgender Form ergeben 
(X a = 0}: 


Xea = Har Xaa ` Xa mu. AA ` Géi Tl Xar ` Xor 


Allgemein kann man sagen: Eine Last X,, der zur Bestim- 
mung von A dienenden Lastengruppe ergibt sich aus 
Tabelle IV wie folgt: 

Man multipliziert die Glieder der Vertikalkolonne ¿ 
mit den Gliedern der Kolonne k, multipliziert jedes 
dieser Produkte mit dem (in Kolonne I links) auf gleicher 
Horizontalen stehenden Multiplikator u und addiert die 
Ergebnisse. i 

Die Biegungslinie zu der Lastengruppe X, N,,,.... Xpo 
liefert die Einflußlinie für X,. Man kann den Wert X, somit auch 
in der Form schreiben: 


X; = Xu: [am] + X: [bm] — Xe [em] +... X,:-[rm]. 64) 


Anmerkung 1: Die Last Xy: der zu X; gehörigen Lastengruppe muß 
naturgemäß gleich der Last X,, der zu X, gehörigen Lastengruppe sein. Denn 
in beiden Fällen werden die gleichen Kolonnen i und k miteinander multi- 
pliziert. Es ergibt sich also: FR u 

ee AE oe NS e NS A a (55) 


Anmerkung 2: Es bedarf wohl keiner Erwähnung, daß Gl. (54) in gleicher 
Weise einen Weg für die Untersuchung ruhender Belastung angibt. 
Wenn hiernach die Lasten X ermittelt sind, ergibt sich die Unbekannte, d.h. 
speziell ihr Zählerwert, aus den Verschiebungen des Grundsystems infolge der 
äußeren Belastung Pm. Diese Verschiebungen nehmen wir in gewohnter Weise 
als berechnet an. 
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Anmerkung 3: Bestimmt man die infolge der Lastengruppen DE D, Sei 
X,; auftretenden Momente M;, Normalkräfte V; und Querkräfte Q, nach der 
Gleichung: 


W Me Eat u I u u... | 

LE Xu — Ny X N Ir ee 1-66) 

= Qe X ai 7 Qo: GE ~ Q. ee H dÄ, ] 
so kann man X, auch aus Ge WEE finden: 

= — ds 

x= mmi- dE Ef Free , . 2 
Diesen Ausdruck kann man aus der vorhin \s. Gl. 54) angegebenen Gleichung 
für X; ableiten, wenn man für am, bm, em... rm. die Summenwerte 


einsetzt. Man erhält dann. wenn der Einfachheit halber nur die Momente be- 
rücksichtigt werden: 


> ds 7 Se ds 

X= AE "ae Et E e 
y i ds 3, ds 

= |M, Xa: Ma — Xoi M—...X,.M,, CS des M, M; Er 


c) Erläuterung des Rechnungsganges. Zahlenbeispiel. 

Nach den vorstehenden Ausführungen gestaltet sich der Rech- 
nungsgang wie folgt: ` 

Nachdem die Verschiebungen des Grundsystems und der ein- 
zelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme berechnet sind, wird 
die Tabelle der Festwerte ermittelt. Diese liefern die Unterlagen 
für das Belastungsschema (s. Tabelle III, S. 140), welches die einzelnen 
Lastengruppen \,o=1, As 1 = 1, X..2=1 zu berechnen gestattet. 
Damit ist die vorstehende Tabelle IV gegeben; diese sei hier noch- 
mals für ein 5-fach statisch unbestimmten System dargestellt, an 
dem der weitere Rechnungsgang erläutert werden soll. 

Die in einer Horizontalreihe stehenden Lasten, z. B. X, 
der Reihe d, geben die Einzellasten der Lastengruppe 


Xas>!1: (Xia = 1). 


bis X 


af da 


Tabelle IV für ein 5-fach statisch unbestimmtes System. 


a b | e | d | € 
Un Xaa | E 
Uy Kar X en 
Se | Zi D ` ENN 
Ua Eu KS p KS 3 Su 
Me KN i Ef Kä | Kae SS 


Um nun die Lasten X, „bis ¥,, zu erhalten, d.h. diejenige Lasten- 


gruppe. welche nach Gl. (54) direkt die Überzählige A, liefert. multi- 
plizieren wir die erste Vertikalkolonne a mit sämtlichen Vertikal- 
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kolonnen « bis e unter jeweiliger Zufügung des Faktor: u. Man 
erhält folgende Tabelle der Werte X,, bis E. 


Tabelle der Lasten X, bis E... 


2 
un Xib U, Aas X 


2 e 
le X tie Xac Xoe He Xie Ice 


2 r - - 
Ua Xia la Xaa Isa ur Xaa Ira ti Xaa Aza 
2 š = e e 
| Ue Xie te ae Ape U Xaa Xoe u Aae Kie te Xan Le 
T ko . > Ka 
ei | den pum Ken Xiz Kai 


Die Summe der Produkte einer Vertikalkolonne ergibt die be- 
treffende Last Y,a bis ¥,4- 
Um die Werte X,, bis X,, zu finden. ist die Kolonne b in 
obiger Tabelle mit samtlichen Kolonnen a bis e zu multiplizieren. 


Dabei ist Xa = Xa- also bekannt. Man erhält folgende Tabelle 
Tabelle der Lasten X,, bis ZE. 


i 
Tag R ] 
| 


le Kir Krr 


2 - y 
Ug Ka ta Kra Xia | ua Xoa Xaa 


2 e - - 
He I, tte Ape Xie | ti Xis Aae te Io Ze 


! H KZ \r KZ Ka) 
KH Kar Aan As Xas ASA 


Entsprechend ergeben sich die folgenden Tabellen für die 
Unbekannten X, bis X,. 


Tabelle der Lasten A. bis X, 


ta Ka Xau 


3 o e e 
Ri us Xee In. tu Xoe X. 


I= Xa =.. X, = X, A Rs Kei Ke 


168 Auflösung der Elastizitätsgleichungen. 


Tabelle der Lasten X,, bis X,; 


Ua ken 


2 
ue: Xie Be äer: A e 


=| Xaa = Xaa Xoa = Xab ; Xea = Xur Xaa | Xea 

Die Lasten $Z... X, Yo Xz X, sind ohne weiteres gegeben, 
und zwar durch den Belastungszustand X, ;—=1. d. h. durch das 
Belastungsschema (Tabelle III). Dieser Belastungszustand ist jedoch 
noch mit u, zu multiplizieren. Nun bestehen aber gemäß Gl. (55) 
wiederum die Beziehungen: 

X ud ER Eé = A A da eg Bar 

Also sind auch die letzten age, der vorhin errechneten Gruppen 
(s. vorstehende Tabellen) von vornherein gegeben. Es bedarf also 
bei den einzelnen Gruppen nur der Berechnung von 4, bzw. 3, bzw. 2, 


bzw. 1, Lasten X, insgesamt also sind bei diesem 5-fach statisch un- 


bestimmten System nur 1- 2—3- 4=10 Lasten X für die 
Gruppen der sämtlichen 5 Unbekannten zu berechnen. 
Allgemein sind bei einem n-fach statisch unbestimmten 
System 
14-2 +34... m —)=4R—1):n 


Lasten X zu berechnen. 


Zahlenbeispiel. Zur Erläuterung des Verfahrens berechnen wir die 
fraglichen Lastengruppen bei dem früher behandelten Träger auf 5 Stützen 
(s. S. 115). Die Verschiebungen des Grundsystems (s. S. 116), sowie die Fest- 
werte und damit die Lastengruppen X..0o—=1, Xb.1= 1, X.2=1 sind be- 
reits berechnet (s. S. 131). Für die Werte u erhalten wir: 


u= rj 008, 
m= 5: T] Er == 00392; 
m= es — 0,178 
Die Tabelle IV ergibt also folgende Werte: 
ua=— 0,025 EE | | 
m= — 0,0392 Xam EE ul | o 
pe=— 0,178 |2.— 0,248 Xoe =—0,734) ul 
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Die für X, gültigen Lasten Fun Kg, Koa ergeben sich nach den vor- 
stehenden Regeln wie folgt: 


X.a = — 1 -0,025 — 1,817- 1.317 -0,0392 — 0,248 -0,248-0,178 = — 0,104, 
Xa = — 1,317 -1 -0,392 — 0,248-0,734 -0,178 = — 0,04: 
X.a = — Xac = — 0,248-0,178 = — 0,044. 


Von den für X, gültigen Lasten Kr Rs; X, ist: 
Xab = Xba = — 0,084, 
X, = — 1 -0,0892 — 0,784 -0,734-0,178 = — 0.135, 
I.s = Xp. = ue Xp e = — 0,734-0.178 = — 0,130. 


Die Lasten X,., Xe, Xeo sind gleich Xa., Xo., X... also durch Ta- 
belle IV gegeben (Multiplikator z). 


Es waren also nur en —3 Lasten X zu berechnen. Die Gleichungen 
für die Überzähligen (s. Gl. 54, lauten: 
X, = — 0,104 am, — 0,084 [bm — 0.044 em, 
X, = + 0,084 am] — 0,135 bam — 0,130 em, 
X. = — 0,044 [am] — 0,130 bm, — 0,178 em, 


Hiernach sind die Überzähligen X für jede Belastung gegeben, nachdem 
die Absolutglieder am, bm, cm berechnet sind. 

Die Ergebnisse stimmen mit den früher gefundenen Werten überein (vgl. 
S. 116 u. S. 148). 


E. Verallgemeinertes Eliminationsverfahren. 
Lastengruppen Y mit teilweise willkürlichen 
Einzellasten sind die Unbekannten +). 


$18. Die Elastizitätsgleichungen und die Berechnung der 
, Unbekannten F. 


a) Die Unbekannten Y. Bezeichnungen. 

Die in $ 10 bis 17 besprochenen Lösungsverfahren liefern die Un- 
bekannten X, die identisch sind mit den Überzähligen des Systems; 
diese Lasten X wirken neben den äußeren Kräften P. am Grund- 
system. 

Die Unbekannten der Aufgabe brauchen nun aber keineswegs 
identisch mit den überzähligen Größen X zu sein. Dies zeigt ins- 
besondere das vorhin behandelte Verfahren. Dort wurden die Größen 
Kn, an, X2... als Unbekannte verwandt, also Kräfte, die an 
statisch unbestimmten Hauptsystemen wirken. Wir sahen dabei, daß 
diese Unbekannten eigentlich Lastengruppen darstellen; die Einzel- 


1) Dieses Verfahren mußte der Vollständigkeit wegen gleichfalls hier an- 
gegeben werden, weil wir es zur Erklärung gewisser gebräuchlicher Berech- 
nungsmethoden einzelner Systeme benötigen. Zur rechnerischen Durchführung 
von Aufgaben wird man diese Lösung wegen ihres Umfanges im allgemeinen 
nicht anwenden. Wir werden später bei der Berechnung hochgradig statisch 
unbestimmter, und zwar speziell symmetrischer Systeme, vereinzelt von diesem 
Verfahren mit Vorteil Gebrauch machen. 
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lasten dieser Lastengruppen wirken in Richtung einzelner der über- 
zähligen Größen. So bedeutet z. B. die Unbekannte A. e diejenige 
Kraft, die am 2-fach statisch unbestimmten System im Punkte c 
(dem Angriffispunkt der Überzähligen X,; infolge P wirksam wird 
Fig. 130a. Anstatt die Kraft X.. als Einzellast am 2-fach statisch 
12 


m 


æ 5 c d e 
Fig. 130a nm E 


Fıg 130b 


unbestimmten Hauptsystem anzusehen, kann man sie auch im Verein 
> den beiden in a und 5 auftretenden Lasten als eine aus 3 Kräften 

Yao X, A, bestehende Lastengruppe betrachten. die am Grund- 
system wirkt “ (Fig. 130b). Das ist insbesondere auch durch die Form 
für den Beitrag der Unbekannten X,.2 zu einer statischen Größe 5 
zum Ausdruck gebracht: 

Ba, Ans Le I. +9, — 8X.) Xeo (vgl. Abschn. C). 

Der infolge X... = 1 auftretende Wert S {n nämlich $,..) ist Geer 
der Gesamteinfluß der Lastengruppe 3... Xpo A. auf das Grund- 
system; die Einzellasten dieser Gruppe. welche den Zustand Kaz) 
darstellen. sind zahlenmäßig gegebene und durch das Belastungs- 
schema (siehe $ 14, Tabelle III. S. 140) dargestellte Größen. 

Allgemein stellt bei diesem Verfahren Größe A. zs 1 eine 
Gruppe von »— 1 wer Lasten X, ae Eet, Zo dar. die 
in den Punkten a, b, c...i wirken. \,, ist gleich 1; alle folgenden 
Lasten I, Io ant en E d.h. die in den auf i folgenden Punkten 
wirkenden Lasten sind gleich 0. 

Diese Angaben über das früher besprochene Verfahren sind hier 
noch einmal wiederholt worden, weil dieses große Ähnlichkeit mit 
der hier in Frage stehenden verallgemeinerten Methode hat. ja 
eigentlich einen Sonderfall der letzteren darstellt. — 

Wir gehen nämlich jetzt einen Schritt weiter und wählen neue 
Gruppen als Unbekannte, die wir mit Y bezeichnen wollen, und zwar 
sollen bei all diesen Gruppen Y, in py Angriffspunkten der 
überzähligen Größen. also in a. b, c... r Einzellasten X,,. I, 
N ETT X, wirken. Der Ort, wo eine Kinzellsst wirkt, ist also wieder 
durch den ersten Index, die Ursache. d.h. hier die Gruppe, der die 
Einzellast angehört, durch den zweiten Index gekennzeichnet. Diese 
Lasten X,, bis X,, wollen wir zunächst in willkürlicher Größe an- 
nehmen. Wir werden aber sehen, daß wir mit Gei gewisser Neben- 
bedingungen die Werte bis 3. also Kun Ari ... A,; berechnen. 
so daß nur die Lasten A X,,--- Xp; ae bleiben, d. h. SCH 
jene Lasten, die beim früheren Verfahren die Werte Ka 
X,=.\.,=:.-X,;,>0 hatten. 
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Die Unbekannten Y,. Y,, Y ... Y, werden wir aus den Elasti- 
zitätsbedingungen ege, "Ihre Vers endung zur Berechnung sta- 
tischer Größen $ entspricht ganz derjenigen der früheren Größen . N, 
Apis See: Ari: Der Beitrag einer Unbekannten Y, zu einer 
Größe S ist gleich < Solo wo Se den Wert S infolge Y, = 1 bedeutet. 
d. b. die Wirkung der Lastengruppe Y,—=1 auf das Grundsystem. -- 
Nach diesen einleitenden Ausführungen besprechen wir nunmehr den 
Gang des Verfahrens. 

"Bezeichnungen. In den früheren Rechnungen bedeutete: 

[ix] die Verschiebung von i \Angriffspunkt der Überzähligen A. 
in Richtung von X, infolge X,=1 am Grundsystem: 

[im] die Verschiebung von i infolge der äußeren Lasten P, am 
Grundsystem: 

[im.v] die Verschiebung von i infolge der äußeren Lasten P. 
am v-fach statisch unbestimmten Hauptsvstem. 

Wir fragen nunmehr nach der eg von į infolge 
Yomi a h. infolge der re ir Aae dat zm gn Und 
bezeichnen diesen Wert mit [/K]. Offenbar erhalten wir dafür nach 
dem Superpositionsgesetz den Ausdruck: 

[LE] = [ia] I, — ib] I, — del Kack, lir] Ko, . (69) 

Es sei noch darauf hingewiesen. daß man den vorstehenden 
Wert [iK] auch bezeichnen kann als die virtuelle Arbeit. welche die 
Last X, = 1 leistet während der durch die Lastengruppe 3. = 1 
hervorgerufenen Verschiebung des Punktes i, bzw. als die Arbeit. 
die die Gruppe A. —=1 leistet während der durch die Lat A cl 
hervorgerufenen Verschiebung [iE] =[Ki). Will man sich diesen 
Gedankengang veranschanlichen. so betrachte man die Fig. 131. [iK] 
wäre die Verschiebung, die der Punkt i infolge der Belastung Kë 
erfährt, bzw. die virtuelle Arbeit. welche die Last \,—1 leistet. 
während der durch die Lastengruppe Y,—=1 hervorgerufenen Ver- 
schiebung des Angriffspunktes i von X, (siehe Fig. 131a). — Vertauscht 


Ay 
ak] 


Aag 
yor] 


Axy ET 
ci] 


Ka... 


Verschiebungszusiand Ra? 


À 
= ES e 
Belastungszustand Xy=7 
Fig. 131a. 


man den Belastungs- und Verschiebungszustand. d. h. denkt man 
sich während der Verschiebungen infolge \,=1 die Lasten X,, 
date së, X,, der Lastengruppe Y,—=1 wirkend, so hat die dabei 


ch == 
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von der Gruppe Y„= 1 geleistete Arbeit ebenfalls den Wert [iK] 
bzw. [Ki siehe Fig. 131b). 


Verschlebungszusiand %=7 


le, A Wë, K K 


g: ri 
Belastungszustard V =7 


Fig. 131b. 


Wir fragen nunmehr nach der Arbeit, welche die Lasten- 
gruppe Y,=1 beim Verschiebungszustand Y,=1 leistet, 
und bezeichnen diese Größe mit |JK]. Um diesen Wert anzugeben, 
beachte man, daß die Arbeit der Lastengruppe Y,—=1 sich zusammen- 
setzt aus den Arbeiten, welche die Einzellasten dieser Gruppe, also 
die Kräfte 
ak“ Nor Nr Kar at Kéi 
während der Verschiebung ihrer Angriffspunkte a, b, c...q. r leisten. 
Da die Verschiebungen infolge der Lastengruppe Y;= 1 in Betracht 
kommen, so handelt es sich um die Größen 

Leit, BI]; fer]. [0J]; [r7]: 

Man erhält also für die gesuchte Arbeitssumme den Ausdruck: 
[JE] = [aJ] Xar + [bI] I, + le X, ---[aJ] Xar T [I] Xr (59 

Die Fig. 132 veranschaulichen diesen Gedankengang. 

Kombiniert man die Verschiebungen infolge X= 1 (Fig. 132b) 
mit den Lasten X,, bis Y,, des Belastungszustandes Y, = 1 (Fig. 132a), 


r 


ak DK AXK -~ gK MK 


Belastungszustond K, =1 


EK | Géi YG- Ka RE 


Verschiebungszustand K =1 
Fig. 132a. 


so erhält man den vorstehenden Wert [JK] (siehe Gleichung 59). 
Fragt man dagegen nach der Arbeit der Lastengruppe Y;= 1 
(Fig. 132b) während der Verschiebungen infolge des Zustandes Y, =1 
(Fig. 132a), so erhält’man den Wert [KJ]: 


[EJ] =[4K] Xa+ IT, [c£] Kurt. ELE e, 
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Na Mi Ma... Ki Kr 


— rn 


Belastungszustand Kg 


Verschebungszusfand %=7 
Fig. 132b. 


Es gilt die Gleichung: 

Willi. ae eas wm e C0 
(Maxwellscher bzw. Bettischer Satz. 

NB. Auch in den Bezeichnungen [JK] bzw. [KJ] entspricht 
der erste Buchstabe dem Verschiebungszustand, der zweite dem Be- 
lastungszustand, also ähnlich wie bei [ik] der erste Buchstabe i den 
sich verschiebenden Punkt (Ort der Verschiebung), der zweite E die 
Belastung (Ursache der Verschiebung) kennzeichnet. 

b) Erweiterung der Elastizitätsgleichungen. Die früher ver- 
wandte Form der Elastizitätsbedingungen lautete: 


[im.o]=0. 


Sie besagt: Die Verschiebung des Punktes i des o-fach un- 
bestimmten Systems infolge der äußeren Belastung P„ ist gleich O, 
oder auch, was dasselbe ist, die Arbeit der Last X,—1 während 
des wirklichen Verschiebungszustandes (das ist P„ am o-fach un- 
bestimmten System) ist gleich 0. 

Statt dessen kann man aber auch schreiben: 

Ba... o eeh wa D 


d. h. es gilt auch die erweiterte Bedingung: Die Arbeit der 
Lastengruppe Y,—1 während des wirklichen Verschiebungs- 
zustandes (P, am o-fach unbestimmten System) ist gleich 0. 
— Dies leuchtet ohne weiteres ein; denn die zweite (erweiterte) Be- 
dingung folgt aus der ersten. Ist nämlich die Arbeit für X,—1 
gleich 0, so ist sie es auch für ein Vielfaches von 1, etwa für X; = X,,; 
ferner gilt das, was für X, besteht, auch für E. I, E... X, 
d.h. auch die Arbeit der Lastengruppe Y,—1, also der Lasten X,;; 
X, E, E, hat den Wert O, was durch Gleichung (61) aus- 
gedrückt ist. 

Bei dem wirklichen Verschiebungszustand des statisch unbe- 
stimmten Systems, der in der Gleichung (61) durch den Index m ge- 
kennzeichnet ist, wirken als Ursache außer der Belastuug P, noch 
die Unbekannten Y. Man erhält also: 


[J4]-¥ GU BI + [JC] Y, >.. [JR] Y + WJm]=0. . (62) 
Denn die Arbeit von Y,—1 (gekennzeichnet durch den Buch- 
staben J) beim wirklichen Verschiebungszustand setzt sich nach dem 
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Superpositionsgesetz zusammen au- der Arbeit während der Ver- 
»chiebungen infolge der äußeren Lasten P, letztes Glied |J, ` und 
aus den Arbeiten während der Verschiebungen infolge “der Un- 
bekannten Y. Der \erschiebungszustand infolge einer Lastengruppe 
Y,=1 wird durch den zweiten Buchstaben K in JE] gekennzeichnet. 
Rührt der Verschiebungszustand von einer Lastengruppe Y, her, so 
ist der dementsprechende Beitrag zur Arbeitssumme gleich E EJ- X. 
Entsprechendes gilt für alle Unbekannten Y. 

Was durch Gleichung (62; für den Belastungszustand FY, aus- 
gedrückt wurde. gilt allgemein für jede der einzelnen Lastengruppen 
A Aa Y,..-Y,, und man erhält somit folgende Elastizitäts- 
gleichungen: 


[AA]Y, + [AB]Y, m [40]Y, — [AR] Y, = — äm, 

[4B] Y, + [BB] Y, + [B0] Y, -~ --- [BR] Y, = — [Bm], 

CA] Y, + [CB], +100] Y, —-.. [CR] F, = — Cm]. | (63) 
[R 4) Y + [RB] Y, [RC] Y,- .-- [RR] Y, = — [Rn], j 


Dieses Gleichungssystem EN in der äußeren Form dem 
früher zur Berechnung der Überzähligen X verwandten. Ferner sind 
auch hier — was für das Folgende wichtig ist — die entsprechenden 
Koeffizienten seitlich der Diagonalglieder gleich, da nach Gleichung (60) 
die Werte [JE] und [EJ] identisch sind. 

c) Lösung der Elastizitätsgleichungen. Darstellung der Lasten- 
gruppen Y—=1. Das Belastungsschema (Tabelle V). 


ch Die Nebenbedingungen zur Ermittlung der nicht 
willkürlichen (bedingten) Lasten X,, der einzelnen Lasten- 
gruppen Y=1. Um auch hier jede Unbekannte Y als einfachen 
Quotienten zu erhalten, werden wir versuchen, in Gleichung (63) die 
Koeffizienten der seitlich der Diagonale stehenden Größen Y, d.h. 
die Koeffizienten [JK] mit ungleichen Buchstaben, zu O zu machen. 
Dann ergibt sich nämlich jede Unbekannte aus einer Gleichung mit 
einer Unbekannten, und zwar in der Form: 


Ei. | 

a [IJ] 

Um die erwähnten Koeffizienten [JK] zum Verschwinden zu 

bringen, werden wir über die bisher willkürlich angenommenen Einzel- 

lasten X,, der verschiedenen Lastengruppen }, entsprechend ver- 

fügen. Es stehen uns bei o Gleichungen (entsprechend den o Un- 

bekannten Y, bis Y,) im ganzen 4 ọ (g — 1) Bedingungsgleichungen 
von der Form 


(64) 


[JK]=0 


zur Verfügung. Der Faktor 3 rührt daher, daß in Gleichung (63) je 
zwei entsprechende Koeffizienten seitlich der Diagonale den gleichen 
Wert haben, wie bereits hervorgehoben wurde. Es lassen sich also 
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ebensoviele von den vorher willkürlich angenommenen Lasten X der 
Lastengruppen Y=1 aus diesen Bedingungsgleichungen berechnen. 
Da jede Gruppe Y,=1 im ganzen o Einzellasten (E... E Ee EA 
aufweist, also zusammen 0-0=9* Werte X,, vorhanden sind, so 
bleiben 


willkürlich zu wählende Lasten übrig. — Es fragt sich daher zu- 
nächst, auf welche Weise wir die 30(0— 1) bedingten Lasten X,, 
bestimmen, die wir von der Gesamtsumme (0° Lasten X,,) dazu 
auswählen. 

Hierbei gehen wir zweckmäßig wie folgt vor. Die Lasten 


Ka X Kook, 


aa ba‘ ta ra 
des Zustandes Y, = 1 werden alle willkürlich gewählt. Die Lasten 
X.» X, I St Ks 
der Gruppe Y,—=1 wählen wir willkürlich bis auf eine, und zwar 
bis auf die erste X,,, so daß also E, X,, --- X,, beliebige Zahlen- 
werte annehmen. Zur Bestimmung dieser einen Last X,, benutzen 
wir die Bedingungsgleichung 


[4AB]=0, 
so daß sich also X_, aus einer Gleichung mit einer Unbekannten 
ergibt. 
Die Lasten 
aen Ro Kar KL, 


der Gruppe Y, = 1 wählen wir willkürlich bis auf die beiden ersten 
X, und X,,; zur Bestimmung dieser beiden Werte E. und E, 


benutzen wir die Bedingungsgleichungen 
= al = 0; 


BC|=0, 
so daß sich die beiden bedingten Lasten der Gruppe Y, =1 aus 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ergeben. — So ist fort- 


zufahren; von den Lasten der Gruppe Y= 1 bestimmen wir die 


drei ersten X, Xaas X.a aus drei Gleichungen mit drei Un- 


bekannten, nämlich aus 


[4D]=0, 
[B D]=0, 
[0D]=0. 


Schließlich gelangt man so zur letzten Gruppe X„= 1, wo nur 
eine, nämlich die letzte Last X,,, willkürlich ist, während die (ọ — 1) 
anderen aus den Bedingungen 


[4 R]=0, 
[BR]=0, 
[C R]=0. 


[QR]=0 
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sich ergeben. Man hat also der Reihe nach eine Gleichung mit einer, 
zwei Gleichungen mit zwei. usf. bis o—1 Gleichungen mit o Un- 
bekannten aufzulösen, also insgesamt 


oO 
12 ke Lite Se 


Gleichungen mit ebensovielen Unbekannten. Die Unbekannten dieser 
Gleichungen sind die nicht willkürlichen, d.h. bedingten Lasten der 
Gruppen Y=1. 

p) Allgemeine Darstellung der bedingten Lasten X,, 
in den einzelnen LastengruppenY,—=1. Das Belastungs- 
schema. 

Wir werden versuchen, auch jetzt alle Unbekannten zusammen- 
hängend in einer ähnlichen schematischen Anordnung darzustellen. 
wie früher im Belastungsschema (siehe Tabelle III). Zu diesem 
Zwecke betrachten wir der Reihe nach die einzelnen Bedingungs- 


gleichungen. 
Die Lasten der Gruppe Y,—=1, nämlich 
Xaa? Xia: Xea zu ER 
werden sämtlich willkürlich gewählt. — Von der Gruppe Y,=1 


wählen wir 
Kr: Kevo Aan + Inn 


willkürlich; zur Bestimmung der Last X,, benutzen wir die Be- 
dingungsgleichung: 


[4B]= 0. 
[AB] stellt die Arbeit der Lastengruppe Y,—1 beim Verschiebungs- 
zustand Y = 1 dar, und wir können daher schreiben (s. Gl. 59): 


[AB]= [4a] X, + [45] 8, + [40] Zsa +- -- [Ar] X = 0. 
Wir bringen die willkürlichen Lasten X,, bis X,, auf die rechte 
Seite der Gleichung und erhalten: 

[4a]-X,,—= — [4b] Xs — [40] X, — [44] &,,--- [Ar] X, 
Die rechte Seite stellt die Arbeit SR willkürlichen Lasten 
der Gruppe Y, =1 beim Verschiebungszustand Y,—=1 dar, 


und wir bezeichnen diese Arbeitsgröße mit [AB]. Der Strich 
über B deutet also an, daß nur die willkürlichen Lasten der Gruppe 
Y,=1 in Frage kommen. Also erhält man: 


_ Lë 
Kr Ee Lä a] ` 
Von der Gruppe Y,—1 sind die Lasten 5. Za, X,, will- 


kürlich; zur Bestimmung der beiden ersten Lasten zZ. und X,. 
dienen die Bedingungsgleichungen 

[AC]=0, 

[BC] =0. 
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Diese Größen stellen Arbeitssummen der Lastengruppe Y,—1 dar. 
und zwar [AC] beim Verschiebungszustand P. —1 und [BC] beim 
Verschiebungszustand Y, = 1. Man kann somit schreiben: 

[40] zs LA) A [45 E AelX, +... [4r] X, = 

[BO =| Baj X, + [Bb N. — [Be] X et. Br] X, =. 
Bezeichnen wir die Arbeiten der willkürlichen Lasten mit AC bzw. 
[BC] und bringen sie auf die rechte Seite, so erhalten wir die beiden 
folgenden Gleichungen zur Bestimmung X,, und X,.- 


[Aa]X,, + — [4b] X,, = — [40]. 


[Ba] E. + [Bb] 5. = — [B0]. 
Hieraus ergibt sich: 
rpa BE. 
x —_ [4d[BĒ—IBa] [4 _ BT ga ZP 
“re — [Aa] [Bb] —|Ba][Ab, ‚ [Ba 
er Gei [Ab 


Diese Form von Zähler und Nenner entspricht den früher gefun- 
denen Ausdrücken (vgl. § 12), und wir wählen daher auch die ent- 
sprechenden Bezeichnungen: 


Lë enana 
Reeg Keen EE 
A8 
T ] . ==[ 
[Bb EE: [Ba] == [Bb.1]. 
Man erhält somit = 
BC.i 
Ke ——! = l 
e [Bb.1] 


Setzt man X,, in die erste der beiden Bedingungsgleichungen ein. 
so findet man die Last X, .: 


DÉI MU, 
er [4a] [Aaj] * 
Damit sind die beiden bedingten Lasten X,, und X,, der Gruppe 


= 1 gefunden. 

In gleicher Weise könnte man die entsprechenden Lasten der 
nächsten Gruppen Y —=1 ermitteln. Man erkennt aber schon jetzt, 
daß die Form der Ausdrücke sowie ihre Reihenfolge dem früheren 
Verfahren ganz und gar entsprechen, so daß sich die folgenden 
Lastengruppen ohne weiteres angeben lassen. So z. B. würden für 
die nächste Lastengruppe Y, = 1 die nicht willkürlichen (bedingten) 
Lasten X o Xpo L.a sich aus folgenden Gleichungen bestimmen: 


[4D] =0, 
[BD]=0, 
[CD] =0. 


Pirlet, Statik. II. 1. 12 
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Man erhält: 


- [cD.2] 
ae Ce.2] 
i [BD.1] "Bei. 
Pi = — ne = X H 
Saa [Bb.1] TBb.1]j "7 

D ] [Ab 
x —— DÉI ld y 29; 


[4a] [da] së [Aa] e 


Wir schreiben diese Werte in der von früher gewohnten Weise 
zusammen und erkennen den übersichtlichen Aufbau der Ausdrücke 
für die Einzellasten X der Gruppe Y, = 1. 


Zu , Be | Ze | Xa | Zu | v-a 
| 
[45] | | 
WEI Ré | i | 
Lg, | [Bely | | | 
[Aaj Eee I [28.177 | 
RÉI | BD ID x. Ra Be = 
[4a] | [B51] | [Ce.2] | | 


Die Summe der Glieder einer Vertikalkolonne gibt die betreffende 
Last X a bis X,¿; die willkürlichen Lasten X,, bis X,, würden in 
die folgenden Kolonnen einzusetzen sein. Die in der untersten 
Horizontalreihe stehenden Quotienten enthalten im Zähler die Ar- 


beiten aller willkürlichen Lasten X,, bis X, ,, was durch D gekenn- 
zeichnet ist. 

Von besonderem Interesse ist die Beziehung zwischen den Lasten 
der Gruppe Y,=1 und den vorherigen Y,—=1 und Y,=1. Der 
Vergleich läßt nämlich folgendes erkennen. Streicht man die un- 
terste Horizontalreihe fort und schreibt in der nächst vorhergehenden 


C statt c und setzt noch die willkürlichen Lasten X,, bis X,, ein, 
so stellt die dadurch erhaltene Gruppe den Belastungszustand ¥, = 1 
dar. Streicht man auch die vorletzte Horizontalreihe fort, schreibt 


B statt b und setzt noch die willkürlichen Lasten X,, bis X,, ein, 
so hat man den Belastungszustand Y,—=1. Man erkennt also, daß 
allgemein die Darstellung der letzten Gruppe Y_—=1 zugleich das 
Schema für alle vorhergehenden Lastengruppen Y, ¥,, Y,... liefert, 
d. h. wir haben wiederum das, was wir früher das Belastungs- 
schema nannten. — 

Die Quotienten des Belastungsschemas sind von der äußeren 
Belastung unabhängige, feste Werte und sollen deshalb wie früher 
als Festwerte bezeichnet werden. 

Wir geben wiederum (vgl. S. 180) das Belastungsschema für ein 
10-fach statisch unbestimmtes System an, wo es sich also um die 
Unbekannten Y, bis Y, handelt. Das Belastungsschema ist gegeben 
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durch die Darstellung der Lastengruppe Y,—=1 (vgl. Tabelle V). 
Es stellt zugleich alle übrigen Lastengruppen Y==1 schematisch dar. 
So z. B. erhält man die bereits vorhin angegebene Lastengruppe 
Y,=1, indem man nur die Wee ta), b, c, d in Betracht zieht 
und die Lasten Xaas an, Zen, Za willkürlich wählt; an Stelle 
des Buchstabens k tritt der Buchstabe d im Index der Lasten X 


ein, und entsprechend ist in der untersten Zeile D statt K zu setzen 
(vgl. die Lastengruppe Y,—=1, S. 178). 

d) Angaben zur zahlenmäßigen Ausrechnung der Lasten- 
gruppen E zl Der Gang der Berechnung der im Belastungsschema 
vorkommenden Größen ist der folgende: 

Die Lasten X as I, Ze an der Gruppe Y, =1 wähle 
man willkürlich und berechne nach Gleichung (58) die Werte Aa], 
[425], [Ac]... [Ar]. Aus diesen erhält man die Quotienten der 
ersten Vertikalkolonne des Belastungsschemas. — Alsdann wähle 
man die Lasten X,,, X. Xas --- X,, der Gruppe Y,—=1 willkür- 
lich und berechne nach Gleichung (59) zwecks Bestimmung der be- 


dingten ersten Last X_, dieser Gruppe den Wert [4B] aus den 
willkürlichen Lasten. Ist hiernach 


[43] 

Xa = [ Aa] 
gefunden, so sind die gesamten Lasten X der Gruppe Y,—1 ge- 
geben. — Hierauf verfahre man entsprechend mit den folgenden 


Gruppen Y—=1 und beachte die Beziehungen zu den Arbeiten der 
vorherigen Gruppen Y. BeiY,—=1 wählt man E, X,.--- X,, will- 
kürlich; für die bedingten Lasten X,, und X,, gelten die 
Gleichungen: 


E 


x, Bo [BC] — [Aa] -[B äi 
REH ECH [Ba] 
= MA [4 „ 
due u Ya] Ae 


Die hierbei vorkommenden Arbeitsgrößen enthalten die bereits be- 
kannten, vorher bestimmten Lastengruppen Y,=1 und Y,=1, so- 
wie die willkürlichen, also ebenfalls bekannten Lasten der Gruppe 
Y,=1. Die Einzelwerte sind also nach Gleichung (58) bzw. (59) 
leicht zu bestimmen. — Bezüglich der Zusammensetzung des 
Zählers und Nenners ist zu beachten, daß das erste Glied, z. B. [BC], 
den Buchstaben nach mit dem zu berechnenden Ausdruck, also 
[BC.1], übereinstimmt, aber den nächstniedrigeren Zahlenindex hat; 
daß ferner das zweite Glied so gestaltet ist, daß der Gesamtwert 
der Differenz, algebraisch betrachtet, zu 0 wird. Denn bei rein 
algebraischer Auffassung von [BC.1] hebt sich A und a im Nenner 
12* 
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Ta- belle V. 
Belastungsschema. Lastengruppe Y, = 1. Zugleich Schema der Lastengruppen Y, = 1, Y; =1, Y.=1... usf.) 
O Xa Zur Zur Zu Xer I Sa I Ze Sa 
Q 
ur ZOP | 
Hai": 
` [Ad] [Be.1] 
j Gaich (Gr 
[4d] [Ba.ı] Gë 
r [da]? [Bb.1] Kar [Ce.2] Kur | 
[de] [Be.1] [Ce.2] _ [De.3] 
° Ida] [55.1] Zo [06.2] Ee Das] a | 
[Af] [Bf.1] [cf 2] | _IDf.3] [Ef x 
į — TAa] Zo TBb.1] Ze — Te 2] Zo [Dd.3] Zu (Ee A Ira | 
[4g] [Bg.1] „ [Cg.2] _ [Dg.3] _ [Eg.4] _ [Fg.5] 
` "Gd (ST (Ge än [Das] “er Dem "era Ze 
` [Ah] LSA 1 [CR.2] _ [DR.3] (EA A [Fh.5] y O [Gh] e 
u [Aa] Kur TBB ı] Tan [06.2] er SES Zu [Bea] Za (FF. al Tage] Lat BR 
[4i] _ [Bi] KS ` [Dis (äi — ` FiS] y 1. ëtt _ EN, ! 
' e Zu [Bb.1] In 7 [de] a RES Zu [Be.+) Zu CT fe [Gg.6) Kir (88 Kur | 
k _ AR) | -BEY — [CE2] _[DE.3) _ BEN Gg "Eu [HEN HES x 
[Aa] (Bd 1] [Ce 2] | [Da3| KEN Uer. äi [9.6] [AR.?] [JiS] 
gegen die beiden gleichen Werte im Zähler, und es bleibt BC— B C=0. zu verfahren, wobei ebenfalls die erwähnten Regeln gelten. Man 
Außerdem erkennt man, daß hinter dem Minuszeichen als erster schreibe z. B.: 
Faktor des Produktes ein Festwert auftritt, wobei Zähler und Nenner N, a 
stets nur einen, und zwar den gleichen großen Buchstaben (ohne Strich) a p ée. 
AB) _. Se? e 
enthalten ke wäre also z. B. unmöglich |. Der zweite Buchstabe Der in Frage kommende Festwert muß, da der Index 1 in Frage 


kommt, den Nenner [Bb.1] haben; im Zähler ist zunächst der große 


im Nenner ist ein kleiner, im Zähler ebenfalls ein kleiner und nur 
Buchstabe B einzusetzen, den auch der Nenner [Bb.1] enthält; der 


dann ein großer mit Strich, wenn ein solcher schon in dem auf 


der linken Seite stehenden Glied auftritt!). — Unter Beachtung kleine Buchstabe stimmt mit dem des ersten [Cc.1] überein. Der 
dieser Eigentümlichkeiten der Ausdrücke wären die mit dem Festwert lautet also 

Index 1 versehenen Arbeitsgruppen der zweiten Vertikalkolonne X,, Ke Beil 

zu berechnen. Ganz entsprechend ist mit den folgenden Kolonnen [Bb.1] 


Damit ist. wenn der Wert von [Ce.2], algebraisch betrachtet, zu O 
1) Den Buchstaben a, b, c, d... sind ebenso wie früher (vgl. Tab. II, werden soll, auch der letzte Faktor gegeben. und der Ausdruck 
S. 127) die Zahlen 0, 1, 2, 3... zugeordnet. lautet: 


182 Auflösung der Elastizitätsgleichungen. 
oi a Lei, 
Wë "d [B81] " 


In gleicher Weise erhält man z. B. die folgenden Werte, die wir zur 
Erläuterung der gegebenen Regel anschreiben: 


cb.1]. 


[CD.1]=[CD] — EC [Ca]. 

[BD.1]=[BD] Ga Ba] 

op. Al [08] Ser Ca] 
[BD.1] 


[eD.2]=[CD.1] e 


Damit kann dieses einfache Verfahren als genügend klargestellt 
betrachtet werden; für alle höheren Grade der statischen Unbe- 
stimmtheit gelten die gleichen Regeln. 

e) Darstellung der Unbekannten Y. 

ei Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen 
äußerer Arbeiten. 

Nachdem in dieser Weise die Lasten X,, der einzelnen Lasten- 
gruppen Y,—1 ermittelt sind, lassen sich nach den Gleichungen (58) 
und (59) die Arbeitsgrößen (fol und [JJ] im Zähler und Nenner 
einer jeden Unbekannten FY, [s. Gleichung (64)] ohne weiteres an- 
geben. Für die einzelnen Unbekannten gelten die Gleichungen: 


8 [Am] 
Tag 
-» __._ [Bm] 
= [BB] 
y— [07] Denn... (65) 
Z [CC] H 
S [Rm] 
irrt 


Nach diesen Gleichungen sind die Biegungslinien für die ein- 
zelnen Belastungszustände Y,—=1 zugleich die Einflußlinien der Un- 
bekannten Y. Der Nennerwert [JJ] von Y, stellt die Arbeit der 
Lastengruppe Y,—1 beim Verschiebungszustand infolge Y,—=1 dar 
und kann nach Gleichung (59) berechnet werden. 

ß) Die Unbekannten als Quotienten zweier Summen 
innerer Arbeiten (als Funktion der Momente usw.). 

Statt der äußeren Arbeiten kann man auch unter Anwendung 
der Arbeitsgleichung die inneren einsetzen und erhält die nach- 
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stehenden Werte FY, wobei wir hier der Einfachheit halber nur die 
Arbeit der Momente. nicht auch der Normal- und Querkräfte an- 
schreiben. 


je: ds S i D D . H D D . (66) 


Mds 
z f: Dr 
Y = — EJ 


ý ds ` 
M 2 
f w 


Hier bedeuten — wie früher — die Werte M, die Momente infolge 
der äußeren Belastung P. am Grundsystem, die Werte M; dagegen 
die Momente infolge der Lastengruppe Y,—=1. Die Werte W, sind 
nicht zu verwechseln mit den Größen M,, welche den einzelnen Zu- 
ständen X,—=1 entsprechen. 

f) Berechnung der Größen S. Eine Größe S, Moment, Nor- 
malkraft oder Spannkraft eines Fachwerkes, berechnet sich nach der 


Gleichung: 
S= ën LEE, +5 En, E ST, - - - (67) 


Dabei stellt S, den Wert von $ dar, der infolge der am Grund- 
system wirkenden äußeren Belastung P. auftritt; ©, sind die Werte 
von S, die infolge der einzelnen Zustände Y,=1 auftreten; dabei 
hat man sich das Grundsystem mit der jeweiligen Lastengruppe Y,—=1 
belastet zu denken, also mit den Lasten 


Kar Kur Xai SS Zu 
Deshalb hat ©; den Wert: 
Ss, Ltr E - - (68) 


wo S,» Sps S,... 8, die Werte der statischen Größe S für die Be- 
lastungen X, —=1, X,=1, X,—=1...X,—=1 bedeuten. 


g) Zablenbeispiel. Als Zahlenbeispiel behandeln wir den Träger auf 
5 Stützen (s. S. 115), und zwar wollen wir wiederum das Stützenmoment M, 
bei a für eine Belastung P„—=1t im Abstande 10 m vom linken Endauflager 
bestimmen (s. $ 15, S. 149). 

Wir wählen also als Unbekannte drei Lastengruppen Y,, Y, Y.. Die 
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Gruppen Y = 1 bestimmen wir. wie folgt die Werte für die Verschiebungen des 
Grundsystems sind aus dem Zahlenbeispiel S. 116 zu entnehmen: 
Die Lasten der Gruppe Y,—1 wählen wir willkürlich, etwa 
Kt, et, Kal. 
Jetzt ergibt sich nach Gleichung (55): 
[4a] = [aa] N. — [ab] Ysa [ac] E, 
= 40-6 — 52,69 -; — 2) — 28,75-4 
== 249,62. 
[Ab] = ba] Xaa [bb] X. — [be] X, a 
= 52,69 - 6 — 94,864. (— 2) — 56,56 -4 
= 352,652. 
[Ae] = [ca] Xea- [ed] Isa — [cc] X.a 
= 28,75 -6 4 56,56 - (— 2) — 40-4 
= 219,38. 
Ee 
Er he 1,4128. 
Von der Lastengruppe Y,—=1 wählen wir willkürlich 
KEE X p =— 3. 
Dann ergibt sich: 
[4B] = [4b] Xov E [dec] X A 
= 352,652-5 — 219,33-(— 3) 


= 1105,12. 
z [AB] ` 110512 ` z 
Kamm a ape At. 


[Ba] = [aa] Xas — [ab] Xoo + [ac] Xov 
= 40 (— 4,427) — 52,69 -5 + 28,75. (— 3) 
= 0,1116. 
[Bb] = [ba] Xas — [bb] X,, + [be] Xeo 
= 52,69 - (— 4,427) — 94,864- 5 —— 56,56 - (— 3) 
— 71,370. 
[Be] = [ca] Xas — [eb] Xos — [ee] X. , 
= 23,75. (— 4,427) + 56.56 -5 — 40-(— 3) 
= 35,518. 
Von der Gruppe Y.=1 wählen wir willkürlich 
ene 
Sodann finden wir: 
[40] = [4c] X.. = 219,38 - 2 — 438,76. 
[B C) = [Be] X.. = 35,518 -2 = 71,086. 
= m DI 
1] OI. 
[BC.1]= [BC] [da] [Ba] 
0,1116 
== 249,62 
= 70,839. 
[4b] 


[Bb.1]— [B9] ra [Ba] 


438,76 


[BC.1] ` 70,839 


ee 
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x LÉI "Ak + 4386 _ 352,652 
m [da] ai" 249,62 249,62 
= — 113524. 
Damit ergeben sich die Werte: 
[Ca] = [aa] Xa, — [ab] Xz, — [ac] E, 
= 40 -(— 0,3524) — 52,69 -: — 0,9948, — 25.75 -2 
= — 9,0053. 
TONI = [ba] X..— [bb] Xz. — [be] E, 
— 52.69- (— 0,3524; — 94,564 (— 0,9945) --— 56,56 -2 
= 0,1872. 
COE — [cal-Xa. > [cb] Es, m [e X., 
= 28,75- (— 0,3524) — 56,56 i— 0,9948; — 40 2 


.ı — 0,9948, 


= 13,606. 
Die Werte Y ergeben sich nach den Gleichungen: 

y — — Läim 
"e [44] 3 

y,- — Bm] 
Te IBB] H 

v [Cm] 
“ [e0] 


Darin ist (siehe Gleichung 58:: 
Am] = [am] Xaa- [bm] X. — [em] X. a 
== (— 56,25) -6 -+ (— 88.88) (— 2) — (— 501-4 
== — 359,740. 
[B m] = jam] Xas — [b m] X,,— lem] Xeo 
= (— 56,25) (— 4,427) + (— 88,88)-5 — (— 50):— 3) 
== — 45,369. 
[Cm] = [am] Xa. — [bm] Xz >+ [em] Xoe 
= (— 56,25) (— 0,3524) — (— 88,88) (— 0,9948) — (— 50) 2 
-= 8,235. 
[4 A] = [Aa] Xaa [4b] Xza — [40] Xea 
— 249,62- 6 — 352,652 - (— 2) —— 219,38 4 
= 1669,94. 
[BB] = [Ba] Xas + [Bb] {2s + [Be] Xeo 
= 0,1116 -(— 4,427) — 71,870 -5 — 35,518-(— 3) 
= 249,804. 
[CC] = [Ca] Xa, [Cb] Xu. — [Ce] X. 
== (— 9,0053) (— 0,3524) — 0,1872 - (— 0,9948) — 13,606 2 


— 30,200. 

Also ist: — 359,740 
N gg 14, 
e Se Sr — 0,1816, 
Y= Bon = — 0,2727. 


Zur Berechnung einer statischen Größe S dient die Gleichung (67): 
S = D + Se Ek SH S Y.. 
Für das gesuchte Stützenmoment lautet also die Gleichung: 
U = Yh -> Vee Fa D Fo + W, Y.. 
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Die Momente M,. Mz, Me ergeben sich nach Gleichung "672. wobei die Mo- 
mente M,, At. M. M, aus dem Zahlenbeispiel S. 156ff. zu entnehmen sind. 
Ma = Ma Xaa — Mi Xora — Me- Xea 


4.6 122, (— 2) —(— 1)-4 
= — 23,6. 
Ms = M, Xa — Ma Kanz Me A 
= (— 411— 4,427, — (— 2.2)-5 — (— D- (— 3) 
= — 9,709. 


M= Ma Zar = H Xu M, Kor 
= (— 41 1— 0,3524) + (— 2,21-1— 0,9948: — (— 1) -2 
= 1,598. 
Also 
M= 3 — (— 23,6) -0,2154 + 9,709 -0,1816 + 1,598- (— 0.2727; 
= — 0,756. 

NB. Ein weiteres Zahlenbeispiel findet sich in der Abhandlung des Ver- 
fassers: „Zur Frage der Verwendung vereinfachter Elastizitätsgleichungen bei 
der Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme“. Vgl. die Zeitschr. 
„Der Eisenbau“, Jahrg. 1915, Heft 7, S. 167 bis 176. 


$ 19. Zusammenhang zwischen dem verallgemeinerten und 
dem vereinfachten (unter p EES Eliminationsver- 
ahren. 


Wählt man von den willkürlichen Lasten X,, der Lastengruppen 
Y=1 alle bis auf die erste —=0 und diese erste, also X as Xps 
An &,,—1, so erhält man das im Abschnitt D beschriebene 
vereinfachte Eliminationsverfahren. An die Stelle der großen Buch- 
staben A. B, C,..., R treten die kleinen Buchstaben a, b, c,..., 7. 
Dies ergibt sich aus folgenden Überlegungen: 

Da bei allen Lastengruppen Y,—1 von den willkürlichen Lasten 
Aan, X,, nur die eine Last X,, vorkommt und diese den Wert 1 


hat, so sind die Bezeichnungen (4), B.C... R durch (a), b, c,..., 
zu ersetzen. — In der ersten Vertikalkolonne des e 
(s. Tabelle V, S. 180) geht A in a über, da Y,=1 nur die Last 
X, „1 aufweist. — In den Arbeitsgrößen der folgenden Kolonnen. 
die sich alle als Differenzen darstellen, werden die Zähler der Fest- 
werte im zweiten Glied zu 0. Darum bleibt überall nur das erste 
Glied (der Minuend) übrig, und dieses nimmt den Wert an. der 
beim vereinfachten Verfahren vorkommt. So z. B. wird: 


[Be.i]= z9 [4c] = [B] = [be.1]. 
Denn [Ba] bedeutet die Verschiebung von o infolge der Lasten- 
gruppe Y, = 1; diese besteht aus den Lasten 1 in b und — E 


in a, und zwar ist der letztere Wert aus der Bedingung bestimmt. 
daß die Verschiebung von a gleich O sein soll ([ad.1]=0). Somit 
ist [Ba] =O und es bleibt von |Bc.1] nur das erste Glied [Bc] 
übrig, welches die Verschiebung von c infolge der vorher angeführten 
Lastengruppe Y, = 1, d.h. infolge X,—=1 am 1-fach statisch unbe- 
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stimmten System, darstellt. Diese Verschiebung ist aber mit [cb.1, 
oder [bc.1] zu bezeichnen, und es wird somit [Be.1]= [be.1). Ebenso 
läßt sich von den Gliedern der dritten und der folgenden Kolonne 
des Belastungsschemas (Tabelle V. S. 180; zeigen. daß beim Über- 
gang vom allgemeinen zum besonderen Verfahren die großen Buch- 
staben durch die kleinen zu ersetzen sind. Es wird z.B. 


Pan [Cb. 1j If T 5 
[Cd.2] = [Cd.1] — GER -[Båd.1] = [C4.1] = [C4] = [cå.2}. 
Der Wert [Cb.1] ist nämlich = 0; denn es gilt die Gleichung: 
[0b.1]= [Cb] — al [4b] =0. 


wo sowohl [Cb] wie auch [Ca] =O sind. Dies folgt daraus, daß [Cb] 
bzw. [Ca] die Verschiebungen der Punkte b bzw. a beim Belastungs- 
zustand Y, = 1, d.h. X..2= 1. darstellen und die Lasten dieser Gruppe 
E. ass 1 aus den Bedingungen bestimmt sind, daß sowohl b wie a 
die Verschiebung O haben. Für den übrigbleibenden Wert [C4.1] 
gilt die Gleichung: 

at EE en 

i [iaj A= O 

da [Ca] = 0 ist. Der Wert [Cd] stellt die Verschiebung von d in- 
folge Y, = 1, d. h. infolge X,2= 1. dar und ist daher mit [de.2] 
oder [cd.2] zu bezeichnen. 

In dieser Weise ist auch für alle weiteren Kolonnen des Be- 
lastungsschemas der in Frage stehende Nachweis zu führen. 

In den Werten der einzelnen Unbekannten Y, stellt der Zähler 
[Jm] die Verschiebung vom m infolge der Gruppe Y; = 1 dar, d.h. 
infolge der Last X,=1 am v-fach unbestimmten Hauptsystem; 
darum ist: 

[Jm] = [im.v]. 
Der Nenner [JJ] bedeutet die Arbeit der Lastengruppe Y,—1 beim 
Verschiebungszustand Y;—1. Also ist: 

[JI] = [Ja] X; + WI E + [I] Lu -+ WR Kur H Kr 
Hierbei ist X,; = 1, alle folgenden Lasten X, ZZ sind =0. 
Nun ist aber: 

YaJ=WJb)=[Jce=...=[Jh]=0. 
Denn die Lasten X_;. X,;- -- Xp; des Zustandes Y,—=1,d.h. X, ,—1 
am »v-fach unbestimmten Hauptsystem, sind aus den Bedingungen 
errechnet, daß die Verschiebungen der Punkte a, b, e. h, d.h. vor- 
stehende Werte [Ja], [Jb], [Je],....[JA]=0 sind. Also bleibt: 


BA RR 
[Ji] ist aber die Verschiebung von i infolge der Lastengruppe Y, = 1 


oder der Last X,—=1 am »-fach unbestimmten Hauptsystem. "Also 
gilt die Gleichung: 
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JJ = (H 
S S S lim.» 
und somit Te Än cs Si 
ir, 
Es ergeben sich also die früheren Gleichungen für die Unbekannten: 
Tom 
A e Aa. 9 zs ` > 
aa 
bm.i 
Yy=X,,ı= == 
b b.1 [bb 1 
e e ‚cm.2 
a lee. SZ 
: rm. o— li; 
e E 
” R Irr.(o—1)] 
Die Gleichung für eine statische Größe S: 
S = Ba + Sa Ya T 55H. — --- 75T, 
nimmt dementsprechend, da €, = H, ist, die frühere Form an: 
| = So — 52.0 Ke 0 — Soi Xo Deeg CA en Ki .lo—1) Xrti DH 
wo H, die statische Größe H infolge X,,=1, db Zzsl am 


»-fach unbestimmten System bedeutet). 


F. Rechenproben und Fehlerwirkungen. 


S 20. Prüfung der Rechnung bei Anwendung des Eliminations- 
verfahrens. 

Von besonderer Wichtigkeit für die praktische Durchführung einer 
Aufgabe sind die Rechenproben. Damit diese aber wirklichen Wert 
haben, müssen sie zwei Bedingungen genügen: zuerst muß es möglich 
sein, die Koeffizienten der zu lösenden Gleichungen auf ihre Richtigkeit 
zu prüfen; sodann muß die Lösung selbst durch Proben ständig geprüft 
werden können. Diese Prüfung soll aber nicht erst am Schluß der 
Rechnung vorgenommen werden können, sondern neben der Rechnung 
herlaufen, d.h. mit der Rechnung fortschreiten; nach jedem Einzel- 
abschnitt des Lösungsganges muß man sich von der Richtigkeit der 
bis dahin erledigten Rechnung überzeugen können. Diesen Bedin- 
gungen genügen die im folgenden angegebenen Rechenproben. 

a) Prüfung der Elastizitätsgleichungen, d. h. der Verschie- 
bungen des Grundsystems. 

Um die Koeffizienten der Grundgleichungen auf ihre Richtigkeit 
zu prüfen, berechnet man die Summe der Glieder der einzelnen Reihen 
(oder Kolonnen) auf einem zweiten Wege. 

1) Zu § 18 und § 19 vgl.: a) Müller-Breslau, Graphische Statik, Band Il, 
I Teil, S. 151 (4. Aufl). b)A Hertwig, Zeitschrift für Bauwesen 1910: „Über 


die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter Systeme und verwandte Auf- 
gaben in der Statik der Baukonstruktion“. 
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Betrachtet man eine Reihe der von der äußeren Belastung 
unabhängigen Verschiebungen des Grundsystems (vgl. die Ela- 
stizitäts-Gleichungen S. 23), etwa die Reihe i, so ist die Summe 
durch folgenden Ausdruck gegeben. den wir mit [is] bezeichnen: 
Ra; — "ib — lid —...— [ir] = [is]. . . . . (69) 
Diese Summe ist aufzufassen als die Verschiebung des Punktes / 
(Angrifispunkt von X, in Richtung von X, infolge der Lasten 
sl, X%,=1. X,=1 ...bis X,=1. 
Denkt man sich alle diese Lasten X= 1 zugleich am System 
wirken (Fig. 133: Belastung X —1 und bezeichnet die dabei auf- 


a 5 © H 7% 
7 7 7 7 7 
Belastungszustand X,=1 
Fig. 133. 
tretenden inneren Kräfte mit M,. AN. Q,- so ergibt die Arbeits- 
gleichung: 
? M ds N, = „8: “ 
en RE ed d 
nl u + nr + [ar m 
Beim Fachwerk wird Rees 
Ss 
Y w 
"(alc Eer EEN 


wo S, die Stabspannkräfte infolge der Lasten 1 in Richtung sämt- 
licher X... bedeuten. 

Diese Gleichungen bieten ein Mittel, um die Summe der Koeffi- 
zienten in einer Reihe der Verschiebungen des Grundsystems mit 
Hilfe eines zusammengesetzten Belastungszustandes zu berechnen. 
Man hätte dazu also die Momente, Normal- und Querkräfte (bzw. 
beim Fachwerk die Spannkräfte) infolge der Belastung 1 in Rich- 
tung sämtlicher X zu ermitteln. Werden, wie es vielfach geschieht. 
bei einem biegungsfesten Stabwerk nur die Momente berücksichtigt. 
die Normal- und Querkräfte dagegen vernachlässigt, so tritt an Stelle 
der Gl. (70) die Gleichung: 


[i s] = = 1? y e, . (70a) 


Zur Prüfung der Grundgleichungen ist also außer den 
(o— 1) Momentenflächen bzw. Kräfteplänen (ofür die o Be- 
lastungszustände X=1 und 1 für die äußere Belastung) 
noch eine weitere Momentenfläche bzw. ein weiterer Kräfte- 
plan für die zusammengesetzte Belastung X, =1, d.h. 1 in 
Richtung sämtlicher X, zu ermitteln. — Mit den hieraus ge- 
fundenen Werten W, bzw. 5, sind nach den Gl. 70 und 70a die 
Summe der Koeffizienten der Unbekannten als Summenausdrücke 
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zu berechnen. Beide Werte müssen, wenn richtig gerechnet sein 
soll, übereinstimmen. 
Anmerkuug: Es ist klar, daß die Größen M, und S, die folgenden Werte 
haben: 
M, = M: + M, — A, -— H, 
CC er he 


Zu beachten ist jedoch, daß bei Bildung der Werte Ms und Ss auf 
diese Weise etwaige Fehler in einzelnen Momentenflächen unbemerkt bleiben. 


Die bisherigen Ausführungen betrafen lediglich die Koeffizienten 
der Überzähligen. Es ergibt sich von selbst, daß die Reihe der 
Absolutglieder nach denselben Gesichtspunkten zu behandeln ist. 


Es ist 
[ma] + [mb] + [me] +... >+ [mr]=[ms], . . . (2) 


d.h. die Summe der Absolutglieder ist gleich der Verschiebung von 
m infolge der Lasten 1 in Richtung sämtlicher X. Hier hat [ms] 


den Wert: 
m= Ju la o Cas "la KÉ ee 
Beim Fachwerk gilt der Ausdruck: 
[ms] = IS e, (7) 


Speziell im Falle ruhender Belastung werden gemäß den 
früheren Angaben auch die Absolutglieder stets zahlenmäßig be- 
rechnet. Die Prüfung ist dann nach den vorstehenden Gleichungen 
durchzuführen. 

Bei beweglicher Belastung, wo man Einflußlinien zeichnet, er- 
geben sich die Absolutglieder als Ordinaten von Biegungslinien. 
Hier könnte man zwecks Prüfung die Biegungslinie für die zusammen- 
gesetzte Belastung 1 in Richtung sämtlicher X zeichnen; deren 
Ordinate an einer Stelle m, müßte alsdann gleich der Summe der 
Ordinaten der einzelnen Biegungslinien an eben dieser Stelle m sein. 

In der vorbeschriebenen Weise sind die Glieder der einzelnen 
Reihen der Koeffizienten zu prüfen. Man erhält dadurch die Werte 


[es], [ds], [es], -.-, [rs]. 


Jede dieser Größen [is] kann auch gedeutet werden als die Ar- 
beit der Last X,—1 beim Verschiebungszustand X,==1 (d. b. 
Lasten 1 in Richtung sämtlicher X). Die Summe dieser Werte ist 
somit die Arbeit eben dieser Lastengruppe X, = 1 bei dem gleichen 
Verschiebungszustande infolge dieser Lastengruppe, also ein Wert, 
dem entsprechend die Bezeichnung [ss] zukommt. Es ist also 


as]+Bsl+fe]+... +rl=lss].. . - . . .@) 


Für [ss] erhält man durch Anwendung der Arbeitsgleichung: 
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fs s] = 


a . ds , ə Gs H 
| SES m E 


bzw. beim Fachwerk: 


. 7) 


Der Wert [ss] stellt die Summe sämtlicher Koeffizienten 
der Unbekannten der Elastizitätsgleichungen dar. Viel- 
fach begnügt man sich mit dieser einzigen Probe und verzichtet 
auf die Prüfung jeder einzelnen Reihe. Allerdings weiß man nicht, 
wenn diese Probe nicht stimmt, in welcher Reihe der Fehler zu 
suchen ist, so daß dann doch jede einzelne Reihe zu prüfen ist. 

Sind in der vorbeschriebenen Art die Verschiebungen des Grund- 
systems geprüft, so weiß man. daß die Grundlage der Rechnung 
Ce ist und mit der Lösung der Gleichungen begonnen werden 
ann. 


Sollen demnach die Verschiebungen des als Beispiel benutzten 
Trägers auf 5 Stützen geprüft werden, so ist die in Fig. 134a an- 
gegebene Belastung aufzubringen, welcher die in Fig. 134b aufge- 


a d c 


z Belastung Ast |r 1 
! Fig. 134a. 


zeichnete Momentenfläche entspricht. Durch Ausführung der Inte- 
grationen kann man sich leicht davon überzeugen, daß die Proben 
stimmen. Im allgemeinen wird man jede Reihe der Verschiebungs- 
tabelle prüfen. — So z. B. ergibt sich die folgende Kontrolle der 
Reihe b der Verschiebungen des Grundsystems (vgl. das Zahlenbei- 
spiel zu $ 10, S. 115): Die Summe der in der Rechnung benutzten 
Verschiebungen hat den Wert 

[da] + [bb] + [dc] = 52,69 + 94,864 -+ 56,56 = 204,114. 

Dieser Wert muß gleich sein 

[bs] = TA de, 
Die M,-Fläche (Belastung X,—1) ist ein Dreieck mit der Ordinate 
14-11 
25 


Somit erhält man 


—6,16 in b und den Ordinaten 2,20 in a und 2,80 in c. 
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H. 


512.20 2.7.20 11.16 6.16 (2-11.16 + 7.20)] 
D 


— 16.16 (2-11.16 + 7.80 — 2.80, 2 -7.80 — 11.16 ` — -2,80-7,80 


= 680.38. 
Da in dem Zahlenbeispiel (S. 115 die 0.30fachen Werte der Ver- 
schiebungen verwandt wurden. so ist auch das letzte Ergebnis mit 
0,30 zu multiplizieren. Man erhält 
[bs] = 0,30 - 680.38 — 204.114; 
also stimmen beide Rechnungen überein. — Will man sich mit einer 
einzigen Kontrolle für alle (von der Belastung P. unabhängigen 
Verschiebungen begnügen, so ist wie folgt zu rechnen. Die Summe 
der von der äußeren Belastung unabhängigen Verschiebungen hat 
den Wert: 
94,864 +2 (40 + 52.69 — 28.75 -+ 56.56) = 450,864. 
Dieser Wert muß gleich sein 


Man findet: 
EE SS Tag + 11,16) — 11.16 (2-11.16 — 7.201] 
+2 [11,1612-11,16 478) 7,8(2-78+11,16)] 
5 > E 
Le T87 = 1502,88 


Multipliziert man diesen Wert wiederum mit 0,30, so ergibt sich der 
vorhin gefundene Wert 
[ss] = 450.864. 


b) Prüfung der Lösung der Gleichungen (d.h. der Verschie- 
bungen der einzelnen Hanptsysteme). 

Die Lösung der Gleichungen, die in $ 11 und 12 näher dar- 
gestellt ist, besteht der Hauptsache nach in der Berechnung der 
Verschiebungen der einzelnen statisch unbestimmten Hauptsysteme. 
Aus diesen setzen sich alle in Frags kommenden Werte zusammen. 
Darum besteht auch die Prüfung der Lösung der Gleichungen in 
der Prüfung der genannten Verschiebungen. — Nun geht man gemäß 
den früheren Ausführungen von den Verschiebungen des Grundsystems 
zu denen des 1-fach unbestimmten Hauptsystems über usw. bis zu 
den Verschiebungen des (o—1)-fach unbestimmten Hauptsystems. 
Hierbei werden die Verschiebungen der einzelnen Hauptsysteme nach 
den gleichen Gesichtspunkten geprüft wie die des Grundsystems. Auch 
jetzt werden die einzelnen Reihen dadurch kontrolliert, daß man die 
Summe der Glieder einer Reihe auch auf einem zweiten Wege be- 
rechnet, und zwar benutzt man dazu die bereits beim Grund- 
system errechneten Summenwerte. Dies möge zunächst an 


S Zu. Prufung der Rechnung bei Anwendung des Eliminationsverfahrens.. 193 


den Verschiebungen des 1-fach unbestimmten Hauptsystems erläutert 
werden. Die Tabelle der Verschiebungen ist hier noch einmal dar- 
gestellt. 


Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbestimmten 


Hauptsystems. 
a b c d e m 
a — zeen — m ag E = 
b [bb 1] [de.1] [dd.1 [bm.1] 
c [cb.1] [ce.1] [ed.1] [em.1] 
d [db.1] [de.1] dé 1 [dm.1] 
e feb.1] "ee LI [de.1] [em.1] 


Die Summe der Glieder einer Reihe i lautet 
[ib.1] fir. 1] + [id.1]— ...— [ir.1). 

Das Glied [ia.1] ist gleich O (Elastizitätsbedingung: Beim 1-fach 
unbestimmten System ist die Verschiebung von a gleich 0;; wir 
könnten es uns also hinzugesetzt denken. Man erkennt, daß die 
vorstehende Summe die Verschiebung des Punktes i des 1-fach un- 
bestimmten Systems infolge der Lastengruppe X, = 1, d. h. infolge 
X, X, X. E, X, = 1 darstellt. Die obige Summe wird dem- 
nach mit [is.1] bezeichnet. 

Hierfür gilt (vgl. $ 12) die Gleichung: 

e . as . 
[is.1] = [is] — GEI e wm a A a >); 

Man sieht, daß außer den Verschiebungen [aa] und [ai] noch 
die bereits bei der Kontrolle der Verschiebungen des Grundsystems 
benutzten Werte [is] und [as] auftreten, deren richtiger Wert be- 
kannt ist. Die Kontrolle besteht also darin, daß die Summe der 
Glieder der Reihe i gleich sein muß dem vorstehenden Ausdruck 
[ös.1], der aus den bereits geprüften Verschiebungen des Grund- 
systems zu berechnen ist. 

Entsprechendes gilt für jede andere Reihe der Tabelle, auch 
für beliebige Absolutglieder, wo also die Gleichung gilt: 


[bm.1]— [em.1] + [dm.1] — ...—+ [rm.1]= [sm.1] 


e a: [am]. o oaa a a a KCH 
Wie früher, so kann auch hier wieder die Summe, sämtlicher 
Reihen. also aller Verschiebungen des 1-fach unbestimmten Haupt- 
systems (außer den Absolutgliedern) ermittelt werden. Man erhält: 
Pırlet, Statık. IL 1. 13 


— [sm] — 
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es.1,— ds.1]— ... CREMER 
ul 

nt} E MË st e dE . (80) 
Auch die hier vorkommenden Werte sind bei der Prüfung der Ver- 
schiebungen des Grundsystems bereits berechnet. 

Was hier für die Tabelle der Verschiebungen des 1-fach unbe- 
stimmten Systems dargelegt wurde. gilt natürlich entsprechend auch 
für die Verschiebungen aller folgenden Hauptsysteme.. Für die 
Prüfung der Verschiebungstabelle des 2-fach unbestimmten Haupt- 
systems, die hier dargestellt ist, gelten folgende Gleichungen: 


Tabelle der Verschiebungen des 2-fach unbestimmten 


Hauptsystems. 
a b | c d e F a m 
a | 
b 
e [ce 2] [ed.2]) , le.2) ...| lem.2] 
d l [de.2] [aa.2) | fde2] ...| [dm.2] 
D eege | 
e | te2]} | [eđ.2} | [ee.2] .. .| [em.2] 


F KEE RE LS eg 


g s 
Die Summe der Verschiebungen einer Reihe : hat den Wert: 
[ic.2] + d.2] + [ie.2] + -.. + r.2] = [is. 2]. 
Es ist [s. Gleichung (78)] 
[is.2]=[is.1] — 


[ds.1] 
[d5.1] 
Für die Summe der Absolutglieder ist zu schreiben 


[em .2] + [dm.2] + [em.2] + ... [rm.2]=[sm.2]. 
Hierbei ist [s. Gleichung (79)]: 


[sm.2] = [sm.1] — 


-[bi.1]. 


[ds.1] 
[55.1] 


Für die Summe sämtlicher von der äußeren Belastung unabhängigen 
Verschiebungen gilt die Gleichung [s. Gleichung (80)]: 


[ds.1] 

-[bs.1]. 
Sr Bech 
In allen diesen Gleichungen sind die Koeffizienten bereits bei der 
Prüfung der Verschiebungstabelle des 1-fach unbestimmten Systems 
berechnet worden. 


-[dm.1]. 


[ss.2]=[ss.1] — 
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Diese wenigen Erläuterungen mögen genügen. In gleicher Weise 
ist die Prüfung aller folgenden Tabellen der Verschiebungen statisch 
unbestimmter Hauptsysteme durchzuführen. 


$21. Fehlerwirkungen. 


Die Untersuchung des Einflusses, den die mehr oder minder 
unvermeidlichen Fehler auf die Ergebnisse der Berechnung statisch 
unbestimmter Systeme ausüben, ist von großer praktischer Bedeu- 
tung. Aber ebenso groß sind die Schwierigkeiten. die sich einer be- 
friedigenden Lösung dieser Aufgabe entgegenstellen. — Für unsere 
Zwecke wäre es von Interesse zu wissen. ob bei einer vorliegenden 
Aufgabe eine bestimmte Fehlerart überhaupt unberücksichtigt bleiben 
kann oder aber wie weit man die Genauigkeit treiben muß, wenn keine 
unzulässigen Fehler in den Endergebnissen auftreten sollen. — Hier- 
für lassen sich indes keine allgemeinen Regeln angeben. Denn die 
Fehlereinflüsse hängen von Einzelheiten ab, die mit der Art der 
Aufgabe von Fall zu Fall wechseln. Was das eine Mal als ver- 
schwindend gering zu vernachlässigen wäre, kann im anderen Falle 
von bedeutendem Einfluß sein. Weitere Schwierigkeiten liegen darin. 
daß die Voraussetzungen für die Gültigkeit der Lehrsätze zur Be- 
rechnung der Fehler in vielen Fällen nicht erfüllt sind und ins- 
besondere die Annahme über die Art und Größe der zu untersuchen- 
den Fehler auf unsicheren Schätzungen beruhen. 

Aus diesen und anderen Gründen kann durch eine Erörterung 
der Frage nach den Fehlereinflüssen nur bezweckt werden, Anhalts- 
punkte zu gewinnen, um bei der Lösung von Aufgaben die für die 
Fehlerwirkungen wichtigen Besonderheiten zu erkennen, damit man 
solchen Einflüssen gegebenenfalls die nötige Beachtung schenkt. 
Weiterhin können diese Untersuchungen dazu dienen, die in der 
Praxis des statischen Rechnens beobachtete Tatsache, daß gewisse 
Fehlereinflüsse praktisch belanglos sind, zu erklären bzw. die Be- 
dingungen festzustellen, von denen die Gültigkeit oder Allgemeinheit 
entsprechender Folgerungen abhängt. 

a) Fehlerquellen. Relative Abweichung und relativer 
mittlerer Fehler. Nach den früheren Darlegungen zerfällt die 
Aufgabe der Berechnung statisch unbestimmter Systeme in zwei Teile: 
die Berechnung der Koeffizienten der Grundgleichungen und die 
Lösung dieser Gleichungen. Somit sind auch die in Frage kommenden 
Fehler nach diesen Gesichtspunkten zu unterscheiden. 

Die Fehler, die bei der Berechnung der Koeffizienten der Grund- 
gleichungen vorkommen, sind verschieden je nach der Art der Er- 
mittlung dieser Größen, d. h. je nachdem eine rechnerische oder 
zeichnerische Methode verwandt wird. 

Werden die Verschiebungen [ik] des Grundsystems durch Rech- 
nung ermittelt, so gestattet man sich zwecks Vereinfachung der 
Rechenarbeit in vielen Fällen gewisse Vernachlässigungen, worauf 

13* 
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früher schon hingewiesen wurde ‚vgl. S. 51). Man berücksichtigt 
z. B. beim biegungsfesten Stabwerk lediglich den Beitrag der Momente, 
vernachlässigt also den Einfluß der Normal- und Querkräfte, oder 
man rechnet mit geschätzten Querschnitten, die man in Ermangelung 
der noch zu bestimmenden richtigen Werte bei einer ersten Rech- 
nung verwendet. Diese Fehler in den Koeffizienten stellen „Ab- 
weichungen“ gegenüber den richtigen, fehlerlosen Werten dar; sie 
würden sich bei jeder Wiederholung der Rechnung in gleicher Größe 
ergeben. Diese Abweichungen bedingen eine entsprechende Ab- 
weichung des Ergebnisses der Rechnung. Die Bedeutung einer 
solchen Abweichung eines Resultates wird man nach ihrem Verhältnis 
zur fehlerhaften Größe beurteilen. Man wird z. B. eine Abweichung 
von *;,° o oder 1°,, noch als geringfügig, eine solche von 5°, und 
dergl. als zu hoch bezeichnen. Es folgt daraus. daß wir das Ver- 
hältnis der „Abweichung“ zur fehlerhaften Größe. d.h. die „relative 
Abweichung“, zu untersuchen haben. 

Die Natur der Fehler wird eine andere, wenn wir die Ver- 
schiebungen des Grundsystems durch Zeichnung, etwa aus Ver- 
schiebungsplänen, bestimmen. Bei jeder Wiederholung des Verfahrens 
würde man für gewöhnlich einen andern Wert für eine Verschiebung 
finden. Man könnte bei n-maliger zeichnerischer Bestimmung einen 
Mittelwert als den wahrscheinlichen, der Wahrheit am nächsten 
kommenden Wert ansehen und die Unterschiede v der gefundenen 
Einzelwerte gegenüber dem Mittelwert zur Berechnung eines so- 
genannten „mittleren Fehlers“ benutzen. Dieser mittlere Fehler u 
wäre nach den Regeln der Ausgleichsrechnung aus der Gleichung 
zu bestimmen: 


ae 
n— 1 


wenn n die Zahl der Beobachtungen (Einzelbestimmungen) angibt. 
Das Zeichen [ ] bedeutet in gewohnter Weise Summation über alle 
(n) Werte v (vgl. Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, I. Band). 

Diesem mittleren Fehler der Einzelverschiebungen würde wieder- 
um ein mittlerer Fehler des Rechnungsergebnisses entsprechen. Auch 
hier werden wir nach dem Verhältnis des Fehlers zur fehlerhaften 
Größe, d.h. nach dem „relativen mittleren Fehler“ fragen, den 
wir mit m bezeichnen (im Gegensatz zu dem mittleren Fehler u). 

Wenn nun auch eine wiederholte Bestimmung (Beobachtung) 
der Rechnungsgrößen in der Statik nicht üblich ist, so rechnen 
wir doch mit den zuletzt gekennzeichneten Fehlern wie mit eigent- 
lichen „mittleren Fehlern“. Man wird etwa einen Unterschied der 
durch Zeichnung gefundenen Verschiebungen gegenüber der Wirk- 
lichkeit schätzen, z. B. '/, mm, und diesen Wert wie einen mittleren 
Fehler behandeln. 

Bei alledem ist zu beachten, daß durch diese Überlegungen nur 
eine Grundlage für die Anwendung der Sätze der Ausgleichsrechnung 
geschaffen werden soll, durch die wir einige allgemeine mathematische 
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Ausdrücke zur Beurteilung der für die Fehlerwirkungen wichtigen 
Einzelheiten herzuleiten suchen. Auf eine eigentliche Berechnung 
von Fehlern wird man in den meisten Fällen verzichten. Neben 
den in der Einleitung dieses Kapitels angeführten Gründen ist es 
insbesondere die Rücksicht auf den erforderlichen Zeitaufwand, die 
es nahelegt. von den Fehleruntersuchungen abzusehen. 

Neben den bisher erwähnten Fehlern der Koeffizienten der 
Grundgleichungen treten sodann auch Fehler bei der Lösung 
dieser Gleichungen auf. Hier sind es insbesondere die Rechen- 
fehler. die bei der Bildung von Produkten und Quotienten infolge 
der mehr oder minder unvermeidlichen Abrundungen auftreten. 
Rechnet man nach dem allgemeinen Verfahren (siehe Abschnitt III. A‘, 
so hat man es mit Aggregaten von Produkten zu tun. bei denen 
Stellenabstriche unvermeidlich sind. — Bei Anwendung des Elimi- 
nationsverfahrens sind im Zähler und Nenner der Lasten X,, oder 
der Unbekannten X, Produkten- und Quotientenbildungen notwendig. 
wobei gleichfalls Abrundungen oder Stellenabstriche vorzunehmen 
sind. — Gerade diese Fehler verdienen ganz besondere Beachtung. 
wie die folgenden Rechnungen zeigen werden. 


b) Gleichungen zur Berechnung der relativen Abweichungen 
und des relativen mittleren Fehlers, 

«) Fehler der Unbekannten X. Die Unbekannten X eines n-fach 
statisch unbestimmten Systems stellen sich je nach der Art der Lösung der 
Elastizitätsgleichungen in verschiedener Form dar. Beim allgemeinen 
Verfahren erhält man jede Unbekannte als Quotient zweier Deter- 
minanten n-ten Grades, beim Eliminationsverfahren als Quotient 
zweier Verschiebungen des (n — 1)-fach statisch unbestimmten Haupt- 
systems. Beide Fälle sind im Grunde nur äußerlich verschieden; 
denn wenn man die Verschiebungen des Hauptsystems im einzelnen 
zerlegte und durch die Verschiebungen des Grundsystems ausdrückte, 
so ergäben sich ebenfalls die erwähnten Determinanten n-ten Grades. 
Stets stellt sich also ein Wert X als Quotient dar, dessen Zähler 
und Nenner Funktionen von Verschiebungen des Grundsystems sind: 
hierbei ist besonders zu beachten, daß ein Teil dieser Verschiebungen 
im Zähler und Nenner gemeinsam vorkommen. Es besteht also 
zwischen Zähler und Nenner eine Abhängigkeit. 

Wir legen daher unseren Rechnungen folgende Form des Quo- 
tienten zugrunde: 


Ui fe 22 ZA e Man Da A Yg Zait Km) 
E EE 


r s eg 


p 


Die Größen x, bis x,_, und zx bis x, kommen im Zähler 
und Nenner gemeinsam vor, und zwar als Veränderliche der Funk- 
tionen f und o 

Zur. Berechnung der Abweichung von @ behandeln wir 
die kleinen Abweichungen der Größen x und y wie Differentiale 
und bilden das totale Differential von oe: 
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1 f 
d =>df—— d 
pa d 


Dividiert man noch. um die relative Abweichung zu erhalten, beide 
Seiten durch £ und setzt statt der Differentiale die Abweichungen e, 
so erhält man: 


geg 
. F t g 
wobei 
mona PEN 
rel, yet. 
re Eu a E ag 
— 5, < Dn? 


Bezeichnet man die relativen Abweichungen mit e, so ist 
e} = a ee re (ED) 


Dies liefert den Satz: Die relative Abweichung eines Quo- 
tienten ist (für kleine Änderungen der Einzelgrößen) gleich 
der Differenz der relativen Abweichungen vom Zähler und 
Nenner. 


Anmerkung: Will man die höheren Potenzen der Abweichungen, die vor- 
hin vernachlässigt wurden, berücksichtigen, was bei endlichen Änderungen eg, 
und z, notwendig wird, so schreibe man 


ES 
setri lo an ma E Í E SR S E n 
t oa g e Sen D EA: d lb 
g 
So 
l g 
da S =1 zo 50 folgt 
ip OË 
dÉ Te 
EE ENEE 


e Tina, fe 


Mit der bereits eingeführten Bezeichnung e für die relative Abweichung wird 
der genaue Wert: 
1 


ey wm Vd IE s a 5 ep éi 
T 


(81a) 


Man sieht, daß der Verbesserungsfaktor -n nur von der Abweichung des 


Te 
Nennerwertes abhängt; ist £, klein gegen g, so geht Gleichung (S1 a) in die frühere 
Form (81) über. 

Man könnte nun die Gleichung (51) weiter entwickeln, indem man die 
Ableitungen der Zähler- und Nennerdeterminante nach den fehlerhaften Größen 
einsetzte. Indessen genügen die bisherigen Angaben zur Erledigung der all- 
gemeinen Fragen, deren Beantwortung angestrebt wird. 
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Zur Berechnung des mittleren Fehlers unseres Quotienten 4 
benutzen wir den Satz der Ausgleichungsrechnung. welcher angibt. in 
welcher Weise sich die mittleren Fehler beobachteter Größen auf die 
hieraus durch Rechnung abgeleiteten Größen übertragen. Wenn 
Z=Flx.x 


eine Funktion der unabhängig beobachteten Größen r darstellt, so ist 


[èF i TEF > 
U LE SCH Eh Dee ia 


va H 


wo die Werte nm die een Fehler der x darstellen. Die hier- 
nach erforderlichen partiellen Differentialquotienten von e, in dem 
alle x und y voneinander unabhängige Größen darstellen mögen. 
nehmen folgende Werte an: 


ef p! 
i 3 e Co cr EX 
Für x, bis z,—ı und x,_ı bis Zei #3 == 5 
6x vi 
= å c " Co 
für x, bis z; ie éi S, 
Cr g cx 
a d CE Ig 
für H. bis Ya — = - am 
ĉy gêy 


Summiert man die Quadrate der Produkte aus diesen Differential 
quotienten und den mittleren Fehlern .ı der betreffenden Größen 
so ergibt sich. wenn man nach den Zähler- und Nennergrößen ordnet- 


SEENEN 
(En SC CH tu) j 


Dabei ist das Zeichen © für die Summation über die Glieder mit 
den Indizes = 
2,3,...,r—1.s-+1l....,m 
zu verstehen. 
Bildet man durch Division mit oi das Quadrat des relativen 
Fehlers. so wird. wenn man die Wurzel zieht: 


£ est 4 df 2 RN 


g Do ex 0% 


oder wenn man für die relativen mittleren Fehler die Bezeichnung m 
wählt. 


į m 


i 2 BE Y a 
y m? —— m? — gend =e e 3) 


My 
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Falls nicht. wie bisher, angenommen war. die mit gleichen Fehlern 
behafteten Größen r, bis rx, im Zähler und Nenner gemeinsam auftreten. 
sondern zwischen letzteren hinsichtlich der fehlerhaften Größen keine 
Abhängigkeiten bestehen. geht die Gleichung (82 über in die folgende: 


m, =} m — m. >. ad s o e DES 


Dies ergibt — unter genannter Voraussetzung — den Satz: Der 
relative mittlere Fehler der Quotienten zweier mit Beob- 
achtungsfehlern behafteter voneinander unabhängiger 
Größen ist gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der relativen Fehler von Zähler und Nenner. 

p) Abweichung und mittlerer Fehler der Größen S. Es ist 

S = Ba + S Xa FH SI E Ban 

wo Sos Sa- Sps -+--> 8, als fehlerlos angesehen werden sollen und nur 
die X als Funktionen fehlerhafter Größen x mit gewissen Fehlern 
behaftet sind. 


Es sei 
ss Ga Lë, Za en al 
X= F, Et Ivo Za: 
Aa a Dën AS aen A) 


Die Werte X sind hier der kürzeren Schreibweise wegen in ein- 
facherer Form angesetzt, da für die folgenden Ergebnisse diese Form 
gleichgültig ist. Es ist aber nicht erforderlich, daß in jedem X die 
gleichen fehlerhaften Größen vorkommen, vielmehr können diese 
Größen teilweise oder alle in den einzelnen X verschieden sein; 
dadurch wird in dem Wesen der Rechnung nichts geändert. 

Die relative Abweichung e, läßt sich ohne weiteres angeben: 


€ 1 
es = g = g (Sa'êxa F So Em H +5,82) 


k=n =m 
a 


1 1 Che 
=y A Benn a PH D A St 


k=a i=1 i 


oder als Funktion der (etwa vorher bestimmten) relativen Abwei- 
chungen ex: 

Eu 

-D S, Xen: e aoo © a ESCH 
kzu 


es = - 


N 
der mittlere Fehler von $ ergibt sich wie folgt: 


s S(s, yo Saf ogn} 
u= P3 eT - Ze, EEN 


=1 i = 1 Lt, 


Yeda Zus N 


Best "sn ex, 
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wo die Wertegruppe «> die Kombinationen zweiter Ordnung der 


Größen u bis » durchläuft, also - j Sc SCH 4 Werte annimmt. Löst 


man die eckige Klammer auf, so erhält man. indem noch die Reihen- 
folge der Summation wechselt: 


n m x m 


bes e: T 
oder 
m >X, 3X 
e TE C H r 
ef Sonn t2 Vs, E ee (6 
k=a up 1=1 CE; 0%, s 


Diese Gleichung geht, falls keine Beziehungen zwischen den Größen X 
hinsichtlich der fehlerhaften See bestehen, in folgende Form über: 


VS Am) >... (8a) 


"eng =a 
Folgerungen aus den vorstehenden Rechnungsergebnissen. 


Die vorstehenden Rechnungen bringen deutlich zum Ausdruck. 
welche Umstände für die Wirkungen der Fehler von Wichtigkeit sind. 

Was zunächst den Fehler der Unbekannten X anbelangt, so ist 
in jenen Fällen, wo wir nach der relativen Abweichung fragen, die 
Gleichung zu benutzen: 


er = e, — e, = Les x . 

"TZ ZE g 
Hiernach heben sich die relativen Abweichungen von Zähler und 
Nenner teilweise gegeneinander auf. Indessen kann auch je nach 
dem Vorzeichen der auftretenden Größen die Differenz zur Summe 
werden, so daß sich die beiden relativen Fehler addieren. Dabei 
kommen sowohl die Vorzeichen der Abweichungen der Verschiebungen, 
deren Funktionen f und g sind, als auch die der Ableitungen von 
f und g nach diesen Verschiebungen. sowie endlich die von f und g 
in Betracht. — Der Fehler nimmt aber insbesondere dann einen 
hohen Wert an, wenn der Zähler f und der Nenner g klein sind. — 
Es erklärt sich somit die in der Praxis des statischen Rechnens, 
besonders bei einfachen Aufgaben beobachtete Erscheinung, daß ge- 
wisse, früher schon erwähnte Vereinfachungen der Rechnung (vgl. 
$ 7, a) von geringem Einflusse auf die Ergebnisse sind. Bei der Ver- 
nachlässigung der Normalkräfte oder der Formänderung der Füllungs- 
stäbe in den Verschiebungen hebt sich der Fehler des Zählers gegen 
den des Nenners in den meisten Fällen teilweise auf. Dasselbe gilt 
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von der Verwendung fehlerhafter Querschnitte. — Ob 'und inwieweit 
diese Vernachlässigungen allgemein. insbesondere bei verwickelten 
Aufgaben, von Einfluß sind, läßt sich nicht sagen. da diese Fehler- 
wirkungen nach Art und Umfang von mancherlei Nebenumständen 
abhängen. so z.B. von der Form des Sy»tems und der Belastungsart. 
Es müssen hierüber in der Praxis des Rechnen» noch weitere Er- 
fahrungen gesammelt werden. ehe man über diese Frage Näheres 
angeben kann. 

Zahlenbeispiel. Zur Erläuterung der Verschiedenheit der Fehler 
wirkungen sei als Zahlenbeispiel das Ergebnis der Berechnung eines Trägers 
auf 4 Stützen angeführt, welches zeigt wie verschiedenartig in einer Aufgabe 
die Wirkungen absolut gleicher Abweichungen je nach der Art der Vorzeichen 
sein können. 

Es ergab sich: 

xX — [ma]. bb — [mb] [ab] 23,06 t 44 — 51,90: 62,56 
“ET Taa] dd] Tal T w53 444l 626 
4186 — 3262 874 
~ 4683 — 3951 732 

Es soll angenommen werden, daß die Verschiebungen eine relative Ab- 
weichung von + 2° haben können. Die zu berechnende Abweichung von X, 
ist in Prozenten des fehlerhaften und des fehlerlosen Wertes angegeben. 

Erster Fall: Nur die Werte |ma] und [mb] sind fehlerhaft, die übrigen, 
von der äußeren Belastung unabhängigen Werte seien fehlerlos errechnet: 

a! Beide Abweichungen haben das gleiche Vorzeichen: 

2 4136 — 3262 zo 
100 ` 4136 — 3263 T 2o 
In Prozenten des fehlerhaften Wertes ebenfalls rd. 20. 
b: Eine der beiden Abweichungen hat das entgegengesetzte Vorzeichen: 
, 2 4136 — 3262 
er = T00 ` 4053 — 8325 
In Prozenten des wahren Wertes: 


__2 4136-3262 a 
1 


Zweiter Fall: Alle Verschiebungen sind fehlerhaft. 
a) Die Abweichungen haben im Zähler und Nenner im Minuend negative, 
im Subtrahend positive Vorzeichen. Der Wert X, lautet also: 


94,92-45,33 — 50,36 -61,60 = 
Xa = an en 
e ze 90 , bzw. 10° je 
b) Die Abweichungen wechseln bei den Gliedern des Zählers das Vor- 
zeichen: 


= 1,194. 


er = 


= 200. 


X= 91,20 -45,33 — 61,60 - 52,94 
S 107,49-45,33 — 61,60? 
er = 32°, bzw. 47° o 

In dem zuletzt erwähnten Fall hatten Zähler und Nenner zwei gleiche Größen 

[bb] und [ab] gemeinsam; da die Ableitungen nach diesen im Zähler und 

Nenner die gleichen Vorzeichen hatten, so mußten, weil Zähler und Nenner 

positiv waren, die Einflüsse dieser Größen sich stets teilweise gegeneinander 

aufheben; wenigstens konnten sie sich nicht summieren. — Die entgegen- 


sz DÉI. 
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gesetzte Wirkung der gleichen Ursachen zeigt sich dagegen bei der zweiten 
statischen Unbekannten desselben Beispiels, und zwar deshalb. weil hier der 
Zähler negativ wird. 


y, —_ [mU [ea] me ab, _ 51,90-105.38 — 93.06 -62,56 
e [aa] [bb] — [ab : 44.44. 105.32 — 62.26? 
351 , 
— ge 0,33 
[207 


Macht man z. B. die gleichen Annahmen wie beim Fall 2a so wird 
52,94.107,49 — 91,20-61.60 _ 0.0673 
45,33- 107,49 — 61,60? ! á 
ge zz 1120 a bzw. 88004 

Das Resultat wird also völlig unbrauchbar. auch dann. wenn man statt 2^: 
eine wesentlich geringere Abweichung der Einzelverschiebungen annimmt. 

Handelt es sich um Fehler. die nicht mehr im Zähler und Nenner 
gemeinsam vorkommen, wie z. B. Abrundungsfehler beim Multipli- 
zieren, so werden die Wirkungen im allgemeinen ungünstiger. Die 
Gleichung, 


r= 


mg = Vm? mè 
läßt erkennen, wie in solchen Fällen die Fehler des Zählers und 
Nenners sich zusammensetzen. 

Erst wenn die gleichen fehlerhaften Größen in Zähler und Nenner 
zugleich auftreten, tritt unter der Wurzel noch das negative Glied 
rg EEGEN 
hinzu. Man sieht aber, daß auch hier die Vorzeichen der Ableitungen 
sowohl des Zählers wie des Nenners dafür bestimmend sind, ob das 
negative Vorzeichen sich nicht etwa in ein positives verwandelt. — 
Auch die Gleichungen für die relativen mittleren Fehler lassen er- 
kennen, daß namentlich die Größe des Zähler- und Nennerwertes 
(f und g) von hervorragendem Einfluß ist. 

Zur Erläuterung diene das vorstehende Zahlenbeispiel. und 
zwar soll für alle Verschiebungen, die wir uns als Strecken (in mmj 
aus der Zeichnung entnommen denken, ein mittlerer Fehler u an- 
genommen werden. Es wird nach Gleichung (82): 


/11280 ‚ 28885 2-16332 


m. = U h — "a92 2-7] oa 
e i 8742? T 782° 871.732 


= u - V 0,022 62 — 0,05391 — 0,051 05 = u-0,16: . 
für u =} mm wird m, =~ d a 
TEE Ve 450 D 28905 SZ 12000 
zy 381? ' 732? (—3881)-732 
= u V0,1820 0.05391 -+ 0,1004 = ~ u-0.58: 


= en R ae 
für u=2mm wird ma = 14,5° o- 
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Was weiterhin den Fehler der statischen Größen z an- 
helangt, so soll hier nur darauf hingewiesen werden, daß man die 
Bedeutung einer Fehlerart eigentlich nur nach ihrem Einfluß auf 
die Größen 5 beurteilen kann. Denn die Praxis des Rechnens zeigt, 
daß der Wert © im Verhältnis zu den Einzelgliedern S, und SA. 
in den meisten Fällen gering ist, und deshalb können an sich ge- 
ringfügige Fehler der Unbekannten X einen erheblichen Einfluß auf 
das Ergebnis $ ausüben. Dies läßt auch die Gleichung 84 für den 
relativen mittleren Fehler m, erkennen, durch welche die Art der 
Zusammensetzung der Fehler der X gekennzeichnet ist. 

Freilich hat die Verwendung der gleichen fehlerhaften Größen 
in den einzelnen Werten X den Vorzug, daß die Fehlereinflüsse sich 
vielfach gegeneinander aufheben [Gleichung (84)]. Dieser Vorteil fällt 
indessen fort, wenn die Febler in den einzelnen Größen X ver- 
schieden sind, was z.B. für die Abrundungen bei den Produkt- und 
Quotientbildungen gilt. — Diese Verhältnisse werden durch das nach- 
stehende Zahlenbeispiel erläutert. 

Zahlenbeispiel. Für den relativen mittleren Fehler einer Größe 5 
eines 3-fach unbestimmten Systems, wo die drei Werte X Funktionen der 
namlichen fehlerhaften Verschiebungen sind (Fehler 1°,), wurde folgender 
Wert gefunden: 


o = 
Ms = ch 36 y161.2 + 580,07 — 158,76 — 889,02 
1, see 
= 7 3 — 859,02 = ST 
T486 ‚900,03 — 859,0 w 2,2%, 


Man erkennt, wie das letzte (negative) Glied, welches den Einfluß der Be- 
ziehungen der X zueinander ausdrückt, sich in der Hauptsache gegen das 
erste (Wirkung der Fehler in den einzelnen X) aufhebt. — Denkt man sich 
dagegen den Fail, daß die fehlerhaften Größen in jedem X einer besonderen 
Beobachtung entsprächen und diese jedesmaligen Beobachtungen in der Rech- 
nung verwendet wären, so ergäbe sich wegen der Unabhängigkeit der X von- 
einander der Wert 
H 
m= = y 900,03 = EINEN 

Ein derartiger Fall würde bei Abrundungsfeblern der einzelnen Produkt- und 
Quotientbildungen vorliegen. Daher verdienen gerade diese Rechenungenauig- 
keiten besondere Beachtung. 

Aus all diesen Gründen lassen sich auch kaum Grenzen an- 
geben, bis zu welchen gewisse Fehler der Einzelverschiebungen oder 
der Produkt- und Quotientbildungen als praktisch zulässig bezeichnet 
werden könnten, weil dies alles — namentlich in Hinblick auf die 
Größen S — zu sehr von den Eigenschaften des Einzelfalles abhängt. 
Man wird wohl sagen können, daß man sich am zweckmäßigsten bei 
jeder Rechnung über die Fehlerempfindlichkeit der Ausdrücke ein 
Urteil zu bilden sucht, um daraus bezüglich der Genauigkeit die 
erforderlichen Schlüsse zu ziehen. Erst eine ausreichende Erfahrung 
im zahlenmäßigen Rechnen wird für diese Fragen den rechten Blick 
verleihen. 
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Zur Frage der Größe des Zähler- und Nennerwertes 
der Unbekannten X. Die vorher besprochenen Gleichungen zur 
Bestimmung des Fehlers der Unbekannten X zeigen übereinstimmend. 
daß die Größe des Zähler- und Nennerwertes der X — und zwar 
ohne Vorzug voreinander — von ganz besonderem Einfluß auf die 
Feblerwirkungen sind. Die Fehler nehmen insbesondere dann einen 
hohen Wert an, wenn Zähler und Nenner der Unbekaunten klein 
sind oder gar sich dem Wert O nähern. — Solche Fälle kommen 
bei praktischen Aufgaben vor. und es entsteht die Frage. ob dieser 
Mangel sich beheben läßt. 

Die Zähler- und Nennerwerte der Unbekannten X, die sich als 
Quotienten von Determinanten darstellen. nehmen stets dann geringe 
Werte an, wenn in den Elastizitätsgleichungen die Verschiebungen 
seitlich der Diagonale der Größe nach nicht wesentlich verschieden 
sind von den Diagonalgliedern. Dies ist z. B. beim Balken auf 
n Stützen der Fall, wenn man die Stützendrücke als Unbekannte 
wählt. Es tritt ganz besonders deutlich zutage, wenn etwa die mitt- 
leren Stützen, die Träger der Unbekannten, wie in Fig. 135 dar- 
gestellt, nahe aneinanderrücken 


Xa A x, 
Fig. 135. 


Bei diesem Beispiel des Trägers auf n Stützen erhält man 
wesentlich günstigere Gleichungen, wenn man statt der Stützendrücke 
die Stützenmomente als Unbekannte wählt. Dann ergeben sich die 
Elastizitätsgleichungen in der Form, welche als die der sogenannten 
Clapeyronschen Gleichungen bekannt ist, in denen die meisten Ver- 
schiebungen zu 0O werden. 

Dieses einfache Beispiel lehrt, daß man bei mehrfach statisch 
unbestimmten Aufgaben nicht das erste beste Grundsystem wählen. 
sondern prüfen soll, mit welchen überzähligen Größen man möglichst 
günstige Rechnungen erhält. In manchen Fällen wird sich dies erst 
durch Proberechnungen entscheiden lassen; denn durch die Änderung 
des Grundsystems werden nicht nur die Elastizitätsgleichungen, son- 
dern auch die weiteren Rechnungen beeinflußt. — Wir werden bei 
den späteren Anwendungen der in diesem Teil behandelten allge- 
meinen Verfahren noch Gelegenheit haben, in besagter Hinsicht die 
verschiedenen Lösungen einzelner Aufgaben zu vergleichen. 

Es gibt auch Fälle, wo der Mangel, der sich 
in kleinen Werten der Zähler- und \ennerdetermi- 
nannten der Unbekannten X äußert, sich nicht so 
einfach durch Wahl eines andern Grundsystems be- 
seitigen läßt, wo vielmehr die ungünstigen Verhält- 
nisse mehr oder minder in der Natur des Systems 
liegen. Ein solches Beispiel ist in Fig. 136 dar- 
gestellt, welches einen 2-fach unbestimmten Bogen Fig. 136. 
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mit Fußgelenken zeigt. Hier nähern sich die Zähler- und Nenner- 
größen um so mehr dem Wert 0, je tiefer das Zugband nach unten, 
also in die Nähe der Kämpiergelenke verschoben wird. — In der- 
artigen Fällen, die bei praktischen Aufgaben nur vereinzelt auftreten. 
ist stets, wie man auch das Berechnungsverfahren wählen mag, eine 
möglichst genaue Auswertung aller Einzelgrößen erforderlich. 

Liegen Aufgaben mit einer großen Anzahl von Unbekannten vor, 
d. h. handelt es sich um die Untersuchung hochgradig statisch un- 
bestimmter Systeme. so ist erfahrungsgemäß in den meisten Fällen 
eine weitgehende Genauigkeit erforderlich. Die Zahlenrechnungen zu 
den Aufgaben der folgenden Teile werden dies erkennen lassen. 
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